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Préparatoire MDP2
Probléme

Suite de Cauchy

Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Une suite (xn)nen de E est appelée suite de Cauchy si
Ve>0, 3ngeN, Vn2ng, Yp € N, [[Tnyp — 25| <&
L'espace (E, ||.]|) est dit complet si pour toute suite de Cauchy (zn)nen de (E,|.]]), il existe x € E tel que (zp)nen
converge vers x dans (E, ||.[]).
Partie T
Soit (n)nen une suite de (E, ||.]|).
Montrer que si (¥, )nen est une suite convergente dans E alors (ry,)nen est de Cauchy.

Montrer que si (z,)nen est une suite de Cauchy alors (z,,)nen est bornée dans E.
On suppose que (z,)nen est une suite de Cauchy admettant une sous suite (T4 n))nen qui converge dans E vers

x. Montrer que (z,)nen converge dans E vers z.

1.

4. Déduire que si E est de dimension finie, alors E est complet.

Partie II
On suppose que I’espace (E, ||.||) est complet et soit A un sous espace fermé non vide de E. Une application f: A — A

est dite contractante s'il existe k € [0, 1] tel que,
Vz,y € A, [|If(z) - fW)Il < kllz - yll.

1. Montrer que toute application contractante de (E, ||.||) est continue dans (E, ||.||).

Soit f : A — A une application contractante, zo € A et (zn)nen la suite d’ ¢éléments de A définie par la

relation de récurrence x,+1 = f(z,) pour tout entier naturel n.
3. Montrer que pour tous n € N, p € N*,

LT3

k
lzn+p — znll < T k"“"l — ol

4. Déduire que (z,)nen est convergente.
5. Montrer que f admet un point fixe c.d.d il existe a € A, tel que f(a) = a.

Partie IIT
Soit E = R[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels. VP € R[X], on pose ||P|| = sup |P(z)|.
z€(0,1]

1. Montrer que ||.||co est une norme sur E.
2. On considére la suite de polynémes (P,),>0 définie par

n o oyrk
VneN, P,(X)= ')'{u_
k=0
n
a) Justifier que la suite (S,, = Z %) est de Cauchy dans R.
k=0 "/ neN

b) Déduire que la suite (P,) est de Cauchy dans (E, ||.||c)-
c) Supposons qu’il existe P € R[X] tel que (Pn)nen converge vers P pour la norme ||.||oo-

i) Calculer P(z), Vz € [0,1].
ii) Déduire que (R[X], ||.]|) n’est pas complet.
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