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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Devoir à la maison : E.V.N

Exercice 1 Soient (E, ||.||) un R-espace vectoriel de dimension �nie, u ∈
L(E) et C un compact, convexe non vide de E on suppose aussi que C est
stable par u (u(C) ⊂ C).

Soi n ∈ N∗, on pose un =
1

n

n−1∑
k=0

uk.

1. Montrer que ∀x1, x2, ...xn des éléments de C et ∀λ1, λ2, ..., λn des réels

positifs tels que
n∑

k=1

λk = 1, alors
n∑

k=1

λkxk ∈ C

2. Montrer que C est stable par un, ∀n ∈ N∗

3. Soit x ∈ un(C), montrer ||x− u(x)|| ≤ 2M

n
avec M = sup

a∈C
||a||.

4. Véri�er que un(C) un compact, connexe par arcs non vide de E.

5. On considère la suite (xn) dé�nie par :
x0 ∈ C et xn+1 = un(xn), ∀n ∈ N.

6. Déduire que u admet un point �xe a ∈ C.

Exercice 2 On note D l'ensemble des matrices A = (aij)1≤i,j≤n véri�ant

aii >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij|, ∀i ∈ {1, ..., n}

1. Pour p ∈ {1, ..., n}, on cosidère l'application fp dé�nie par :

fp Mn(R) −→ R

A = (aij)1≤i,j≤n 7−→ app −
n∑

j=1,j ̸=p

|apj|

a) Montrer pour tout p ∈ {1, ..., n}, l'application fp est continue sur
Mn(R).
b) En déduire que D est un ouvert de Mn(R).

2. Soit A ∈ D et X ∈ Mn,1(R) tel que AX = 0. Montrer que X = 0
(Ind : On pourra considérer la composante de valeur absolue maximale
du vecteur X).
En déduire que D ⊂ GLn(R).

3. Montrer que D est une partie convexe de Mn(R).
4. Montrer que l'application

det : Mn(R) −→ R
A 7−→ det(A)

est continue.

5. En déduire que det(A) > 0 pour tout A ∈ D.

6. Soit A = (aij)1≤i,j≤n véri�ant

aii ≥
n∑

j=1,j ̸=i

|aij|, ∀i ∈ {1, ..., n}.

7. Montre que det(A+ εIn) > 0. En déuire que det(A) ≥ 0.

Exercice 3 On muni Mn,1(R) du produit scalire canonique dé�ni par

∀X, Y ∈ Mn,1(R), < X, Y >= tXY.
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On note ||.|| la norme associée à ce produit scalaire et par Ω = Mn,1(R)\{0}.
Pour A ∈ Mn(R), on dé�nit l'application RA, appelée quotient de Rayleigh
pour A par :

RA Ω −→ R

X 7−→ < AX,X >

||X||2

1. Montrer que RA est continue sur Ω

2. On note Sn = {X ∈ Mn,1(R); ||X|| = 1} la sphère unité de Mn,1(R).
a) justi�er que Sn est un compact de Mn,1(R).

Véri�er ∀X ∈ Ω, RA

(
X

||X||

)
= RA(X). Comparer RA(Ω) et

RA(Sn).
c) En déduire que l'application RA est bornée et atteint ses bornes.
On note m = minX∈ΩRA(X) et M = maxX∈ΩRA(X)

3. Soit X et Y deux éléments de Ω tels que X ̸= Y .
a) On suppose que la famille (X, Y ) est libre.
Justifer que (1− t)X + tY ̸= 0,∀t ∈ [0, 1].
b) On suppose maintenant que la famille (X, Y ) est liée. Prouver qu'il
existe Z ∈ Ω tel que les familles (X,Z) et (Z, Y ) soient libres.
c) Construire explicitement un chemin continu ω : [0, 1] −→ Ω
d'extrémités X et Y . Que peut-on conclure ?

4. En déduire que RA(Ω) = [m,M ]

Problème.
Dans ce problème (E, ||.||) désigne un e.v.n de dimension �nie, A une partie
de E et f : A −→ A une application k-lipschitzienne, c'est a dire : il existe
k > 0 tel que

||f(x)− f(y)|| ≤ k||x− y||, ∀x, y ∈ A.

Partie I

Dans cette partie, on suppose que f est contractante c'est a dire lipschit-
zienne avec k ∈]0, 1[.

On considère la suite (xn)n dé�nie par :{
x0 ∈ A
xn+1 = f(xn),∀ n ∈ N

1) Montrer que, pour tout n ∈ N, ona :

||xn+1 − xn|| ≤ kn||x1 − x0||.

2) Montrer que la série
∑
n≥0

(xn+1 − xn) est convergente.

3) En déduire que la suite converge vers une limite que l'on notera l.
4) Montrer que l ∈ A et que f(l) = l.
5) Montrer que f admet un unique point �xe.

6) MOntrer que n ∈ N, ||xn − l|| ≤ kn

1− k
||x1 − x0||.

7) a) Montrer que les applications sinus et arctangente sont 1-lopschitziennes
sur R.
b) Montrer que le système suivant{

4x = sin(x+ 4)
3y = 3 + 2 arctan(x− y)

admet une unique solution sur R2.
(Ind : On pourra considérer une application de R2 dans R2 muni de la norme
||(x, y)|| = |x|+ |y|).
8) Soit g : A −→ A. On suppose qu'il existe p ∈ N∗ tel que gp soit k-
contractante.
Montrer que g admet un unique point �xe. (gp = g ◦ g ◦ ... ◦ g︸ ︷︷ ︸

p fois

)

Partie II

Dans cette partie A désigne la boule unité fermé de E : A = {x ∈
E tel que ||x|| ≤ 1} et f : A −→ A une application 1−lipschitzienne.
On considère la suite de fonctions (fn)n ≥ 1 dé�nie sur A par

∀x ∈ A, fn(x) = (1− 1

n
)f(x).

2



N
ed
ra
M
oa
ll
a

1) Montrer que (fn) converge uniformément vers f sur A.
2) Montrer que pour tout n ∈ N, fn admet un unique point �xe noté xn ∈ A.
3) En déduire que f admet un point �xe.
(Ind : On pourra considérer une sous suité de (xn)).
4) A-t-on nécessairement l'unicité du point �xe de f .

Partie III

Dans cette partie, A désigne la boule unité fermée de E, b ∈ A et u un
endomorphisme de E tels que pour tout x ∈ A, ∥ u(x) + b ∥≤ 1. On pose
alors

f :
A −→ A
x 7−→ u(x) + b

On note pour tout entier non nul n on considère gn l'application dé�nie par :

gn(x) =
1

n
(x+ f(x) + f 2(x) + ...+ fn−1(x)).

1) Montrer que ∀n ∈ N∗ gn(A) ⊂ A.
2) Montrer que

∀n ∈ N∗,∀y ∈ gn(A), ∥ f(y)− y ∥≤ 2

n
.

3) Soit a ∈ A. Montrer que la suite (f(gn(a))− gn(a))n≥1 converge vers 0.
4) Déduire que l'application f admet un point �xe.
5) Montrer que si x est un point �xe de f , alors ∀n ∈ N, x est un point �xe
de gn.

En déduire que l'ensemble Sf :=
⋂
n≥1

gn(A) est non vide.

7) Montrer que Sf est exactement l'ensemble des points �xes de f .
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