Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Devoir i la maison : E.V.N

Exercice 1 Soient (E,||.||) un R-espace vectoriel de dimension finie, u €

L(E) et C un compact, convere non vide de E on suppose aussi que C est
stable par u (u(C) C C).

Soin € N*, on pose u, =

1.

2
3
4
5

6.

Exercice 2 On note D [’ensemble des matgices A

. Vérifier que u,(C) un compact, connexe par arcs non vide d
. On considere la suite (x,) définie par :
xg € C et Ty = up(z,),vn € N.

1 n—1
e
n
k=0
Montrer que Va1, xo, ...x, des éléments de C' et Y1, o, ..., N, des réels

positifs tels que Z A = 1, alors Z Aexy € C

k=1 k=1

. Montrer que C' est stable par u,, Vn € N*

2
. Soit x € u,(C), montrer ||x — u(x)|| < — avec M = sup ||a|.
n

acC

Déduire que u admet un point fire a € C.

a; %, vérifiant

fp définie par :
fp M,(R) — R

A= (ay)izijen — G — Y lay
j=Lj#p

a) Montrer pour t ...y}, Uapplication f, est continue sur

M, (R).
b) En déduine

tp

un ouvert de M, (R).

M, 1(R) tel que AX = 0. Montrer que X =0
onsidérer la composante de valeur absolue mazimale

ur X).
que D C GL,(R).

que D est une partie conveze de M, (R).

ntrer que l’application

det : M,(R) — R

A +— det(A)

est continue.
5. En déduire que det(A) > 0 pour tout A € D.

6. Soit A= (aij>1§i7jgn vériﬁant

a;; > Z |aij|, Vi € {1, ,TL}
j=Lj#i
7. Montre que det(A+¢el,) > 0. En déuire que det(A) > 0.

Exercice 3 On muni M, 1(R) du produit scalire canonique défini par

VX,Y € M,1(R), < X,Y >= 'XY.



On note ||.|| la norme associée & ce produit scalaire et par Q = M, 1(R)\ {0}.
Pour A € M,(R), on définit lapplication Ra, appelée quotient de Rayleigh
pour A par :
Q—R
<AX, X >
[1X12

R4

1. Montrer que R, est continue sur €2

2. On note S, ={X € M,1(R); ||X|| =1} la sphére unité de M, ;(R).
a) justifier que S, est un compact de M, 1(R).

X
Vérifier VX € §, Ry <m> RA(X).
RA(Sy).

c¢) En déduire que Uapplication Ra est bornée et atteint ses bornes.
On note m = minxecqRa(X) et M = mazxxcqRa(X)

3. Soit X etY deux éléments de Q tels que X #Y .
a) On suppose que la famille (X,Y") est libre.
Justifer que (1 —t)X +tY # 0,Vt € [0, 1].
b) On suppose maintenant que la famille (X,Y) est liée. Prou,
existe Z € Q) tel que les familles (X, Z) et (Z,Y) soient librks.
¢) Construire explicitement un chemin continu w : 1
d’extrémités X et Y. Que peut-on conclure ?

4. En déduire que RA(Q) = [m, M]

Comparer Ra(S2) et

qu’il

Probléme.
Dans ce probléme (E, ||.||) désigne un e

, A une partie
est a dire : il existe

Partie 1
Dans cette partie, on suppose que f est cOntractante c’est a dire lipschit-
zienne avec k €]0, 1.

On considére la suite (z,,), définie par :

3) En déduire que -

4) Montrer que ¢ f(l)=1

5) un unique point fixe.

6; rer que N>H-73n—lH§1_k’|x1—$0H-

r que le systéme suivant

4z = sin(z +4)
3y = 3 + 2arctan(x — y)

admet une unique solution sur R2.

(Ind : On pourra considérer une application de R? dans R? muni de la norme
(2, )l = || + ly]).

8) Soit g : A — A. On suppose qu'il existe p € N* tel que ¢? soit k-
contractante.

Montrer que g admet un unique point fixe. (gp =gogo..oyg )

-~

p fois

Partie 11

Dans cette partie A désigne la boule unité fermé de £ : A = {z €
E tel que ||z|| <1} et f: A — A une application 1—lipschitzienne.

On considére la suite de fonctions (f,)n > 1 définie sur A par

Ve € A fulw) = (1 - ) f(x).



1) Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur A.

2) Montrer que pour tout n € N, f,, admet un unique point fixe noté z,, € A.
3) En déduire que f admet un point fixe.

(Ind : On pourra considérer une sous suité de (z,,)).

4) A-t-on nécessairement 'unicité du point fixe de f.

Partie 111
Dans cette partie, A désigne la boule unité fermée de F, b € A et u un
endomorphisme de E tels que pour tout x € A, || uw(z) + b ||< 1. On pose

alors
A— A

:pr—)u(l’)—i—b

f:

On note pour tout entier non nul n on considére g, ’application définie par :

Lot f@) + P + ot @),

n

In()

%@

1) Montrer que ¥n € N* ¢, (A) C A.
2) Montrer que

W) -yl<

3) Soit @ € A. Montrer que
4) Déduire que 'agplicatio dmet un point fixe.
5) Montrer que si int fixe de f, alors Vn € N, x est un point fixe

de g,.
uire ¢ Semble Sy := ﬂ gn(A) est non vide.
n>1

que Sy est exactement ’ensemble des points fixes de f.

suite (f(gn(a)) — gn(a)),s, converge vers 0.




