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Exercice |

1. Montrons gue N est une norme
— Pour tout f € E, N(f) = ||f +2f" + [l 2 0. B
— Soit f € E telle que N(f) = 0. Commne || || est une norme cela impligue quc'f'-i- g+ =0
On reconnait une équation différentielle différentielle linéaire d’ordre 2 i coefficients constants.

Le probléme de Cauchy

y+2/ +y"' =0

y(0) =1/(0) =0
a une unique solution d’apres le théoréne de Cauchy linéaire. Comme de plus la fonction nulle
0 vérifie ce probleme de Cauchy, on obtient que f = 0.

— Soit f € E et A €ER,
NOS) = IM A+ 2000 4 ) Nloo = IS 420"+ [ oo = INN(S)
— Soit f,g dans E, '
N(f+9) = If +2f + "+ 9+20 +9"lloo < NI +21 + ["Nloo+ llg + 29" + "Nl = N(f) + N(9)

On a bien montré que N était une norme sur E.
2. Soit f € k. On pose g = [+ 2 + [". D'apres le théoreme de Cauchy linéaire, le probleme de
Cauchy ’
\ y+2 +y" =9
PC
( )'{ y(0) =y (0) =0

admet une unique solution.

h:zw—e® f (z — t)c"_q(t)dt =e 7 (:r[ e'g(t)dt — [ te‘g(t)dt)
0 0 Jo

On vérifie pour commencer que h(0) = 0. On a de plus

Posons

Wiz =h(z)+e” (/ etg(t)dt + ae®g(x) — .Le’:g(.z,)) = —h(z)+e” / e'g(t)dt
Jo S 0

On en déduit que h'(0) = 0. En redérivant,

Bz =W (z) — C_m/ etg(t)dt + g(x)
0

Pour tout z € [0, 1],

|
T

h(z) 4 2h'(z) + h"(z) = h(z) + h'(z) —e* [ e'g(t)dt + g(z) = g(x)

0

On a donc montré que h vérifiait le probléme de Cauchy (PC). Par unicité de la solution f = h.
3. Soit f € E, on pose encore g = f +2f' + f de sorte que N(f) = ||g||oo. Pour € [0, 1],

|f ()| =

e’ [Om(:v —.t)e‘_q(t)dt

< [ oetoi < ollee [ - 0t
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Or

/ (x — t)e'dt = [(x — t)e")5 + [ eldt = -z +e* — 1
0 ‘ 0-

On en déduit que |f(z)| < (—ze* +1 — e ®)||glloc- On pose ¢ : x + —ze™* +1— €. Sa dérivge
est @' x> —e T ge T 4% = ge° > 0. La fonction ¢ est croissante, comme ¢(0) = 0 et

©(1) =1 —2¢7!, on obtient que pour tout z € [0,1], 0 € p(x) € 1 — 2¢7L. Finalement,
[fllee < (1 =2e7M)Iglloo = (1 = 2e71)N(F) [

De plus, si « on pose » g = I la fonction constante égale & 1, c’est-d-dire que ’on copsidére "unique
solution f du probléme de Cauchy

f(0)=f'(0)=0
En reprenant le calcul ci-dessus, on obtient que f = . On a alors

1lleo = (1 = 2¢7") = (1 = 2¢7)glloo = (1 — 2¢™1)N()

{f+2fl+frl;1

La constante a = 1 — 2e~! ést done optimale.
Soit n € N*. On considere cette fois 9n la fonction définie par

l-nt siogtgi
P A S . n
o { 0 sinon

La fonction g, est continue, ||g,|lo = 1 et gn est nulle en dehors de [0, 1].
On considére f,, 'unique fonction de E qui vérifie f, +2f) + f! = g,. La fonction f,, existe d’apres
le théoréme de Cauchy linéaire. On a alors pour z € [0, 1],

e_z/ (:L‘—-t)etgn(t)di‘ < I/n edt =S
0 0 n

lfn('r) =

On en déduit que || o[l et donc

N(f) _lgnlleo 57,

[fallo  lfalle = € nrtoo

On npe peut donc pas trouver de constante b € R, telle que pour toute fonction [ dans E,

N(f) <0l flloo-

Vv

Exercice |l

. Soient A € #,(C),z€ Cet k€ N.
a) Soit A € .#,(C) et z € C. Montrons pour commencer que Sp(zA) = 2Sp(A).

Soit u € 2Sp(A), il existe A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé tels

que g = zX. On a (2A)(z) = z(Az) = (zA)z donc p = zX € Sp(zA). On a montré que

|2Sp(4) C Sp(z4)| - |
Montrons maintenant que Sp(zA) C 2Sp(A). Remarquons, que cela est vrai si 2 = 0 puisque

Sp(0A) = Sp(0,) = {0} = 0Sp(A). Si on suppose que z # 0, soit ¢ € Sp(z4), il exis.te_.l:&ul.l
vecteur propre associé tel que (z4)(z) = pz. Cela implique que z(Az) = ux et donc (Ax) = £x.
Cela implique que £ € Sp(A) et donc p € 2S5p(A). E‘inalement Sp(zA) C 2Sp(A) |
On a montré que Sp(zA) = zSp(A). En prenant les modules, on obtient que {|A[ , A €

Sp(zA)} = |2|{|Al , A € Sp(A)} et done | p(zA) = |z|p(A) |
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b) b](éit A e vd//,,(C) On sait que A est trigonalisable. Elle est semblable & une matrice T' dont les
é 1:101‘1;5. mgonau.\:k)q, .-y Ay sont les valeurs propres (comptées avec multiplicités) de A et
de T'. Soit k € N, A* est semblable & T*. On en déduit que

Sp(A%) = Sp(T*) = (A*, A e Sp(T)} = {\*, A€ Sp(A)}.

En prenant les modules puis le max, on obtient p(Ak) = P(A)k ;

¢) tsoit A€ #,(C). Soit \ € Sp(A) telle que |A\| = p(A) et x un vecteur propre (non nul) associé
a la valeur propre A. On a alors

HAJ3||1 4] ||A1:||, 4i)

el lall

|Al-

On en déduit que ||| A = sup,ccn Il 2 A = p(A
=€\ el ’

d) Soit A € .#,(C) et k € N. En utilisant les deux propriétés démouitrées ci-dessus,
p(A)F = p(A*) < || A4])
2. Soit A € ,(C). On note a;; le coefficient de A d'indice de ligne 7 et d'indice de colonne j et on

n
pose K = maxigj<n (Z |a; ;1
=]
Soit = = (z1,. .., T,) € C. Le vecteur Az est le vecteur (y1,...,¥a) oli, pour tout i compris entre
] TR J ’

n
lect Y= E i Z5-
)=

n

E CL;J'IJ'

§=1

n

|Az|[, = Z lyil = Z

i=1

n n n n n
<3 S laillail €3 ( |ai,-|) a5 < S Klayl < Kl

j=1

i=1l 3= J=1 i=

On en déduit que ||| A|| € K = max (z laul)

1€n \ ;o)

Pour montrer finalement que ||A]| = K. Il suffit de trouver un vecteur x (non nul) tel que u——l—mi“ =K

car cela impliquera que [|A] > K.

n
entier tel que I = Y |aijo| et considérons le vecteur x = (y,...,2,) ot 15, = 1

Notons, jo un

‘:1
et x; = 0 pour j # jo. Par les formules usuelle Az est le vecteur (aj,,..-,an,j,) de sorte que
fAzlly _ K

|Az|; = Z: |ai o] = K. Comme de plus [|zf; = 1 on a bien Il

3, o) Cominé P, est. diagonale, pb—l =Py = Diag(l,b'ly...,b-(u—l)).
On remarque alors que multiplier a gauche une matrice A par une matrice diagonale Diag(Ay,...,\,)

revient 4 mutliplier la ligne i de A par A;. De méme, multiplier & droite une matrice A par la
méme matrice diagonale revient a multiplier la colonne j de A par A;.

De co fait, pour tout (i.7) € [1,n)?, si on note aj;(b) le coefficient ligne 1 et colonne j de

P7YAP, on a - , =
u:j(b) = h-(‘—l)auhl“ = n”b’—'.

On fait vendre b vers 0, Si i = §, aj;(h) = a8 1> J alors ag; = 0 et done ag;(b) = 0 et pour
finir, #i § = 1 alors ‘liu‘aiﬂij(b) = (), Notons,que cela signifie que }'i'.'t'l Pb_."‘“' = Ding(an, .oy @),
=¥ -
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1.

b)  D'uprén ln question précédente, ’l}ilﬂ' I—",""AH, = Ding(ayy, .. tyn).
Cela implique que ,'i]:‘l’ 1P, AP = (|Ding(ayy, ..., ann)]|-
Ory, en utdlisant In question 2) on voit que ||Diag(ayy, ..., 0| = max (|ay,. .., Jtnal) < 1.
On en déduit qutil existe by tel que

175 AP < 1

’l"

) Onpose A' = Pyt APy, oit by ext. défini ci-dessus, Comme I || est une norme subordonnée, elle est
sows-multiplicative (ce qui signifie que pour denx matrice M, M', |IMM’|| < |M]].|M’]}). On
en déduit par un récurrence immédiate que pour tout entier k = 0, [[(A")*|| < [|A)*. Comme
Al < 1 d’aprés la question précédente, k]-llll I(A)¥)| = 0.

Maintenant, ponr tout k > 0, | A*|| = [|I’,,,,(A’)*P,,;']| < || Py |l % IIPb;'H x |(A'Y¥|| par sous-
multiplicativité. On en dédnit que ‘IHQU [|[A¥)| = 0 ce qui signifie que la suite (A*);cn. converge
vers (),

La suite (A*) converge vers 0 pour 1a norme I|.]l et donc pour toutes les normes car .#,(C) est
un espuce vectoriel de dimension finie.

Soit. A une matrice de A, (C) telle que p(A) < 1. On pent trigonaliser A, précisément, il existe
une matrice inversible Q telle que Q='AQ = T soit triangulaire supérienre. De plus, les coefficients
dingonanx de T sont les valeurs propres (comptées ave¢ multiplicités) de A. Ils sont done tous de
module stricteent inférieur & 1. En utilisant la question 3) on en déduit que la suite (T%).cy.
tend vers 0 et donc la suite (A*)ycn. anssi puisque pour tout entier £ non nul,

IAX = QT*Q~"l < QI < 1Q~"1| x IT*].

| x|

Soit 2 un réel strictement supérieur 4 p(A). D’apres la question 1.a), p (-‘:-) = p_&;_ll < 1. En utilisant

. , . k
la question précédente, on obtient que ( (4) )k . tend vers 0 et donc z € E4. Cela montre que
) ) ene

|p(A), +o0[C Eal

oc}—TL_C-'E?\'J.‘ g YL)C[/\) o ' 1.
&Q;r €]0, p(A)], on veut montrer que r ¢ E4 c’est-a-dire que la suite ((;) )kw. ne tend pas
vers ().

k
D’aprés la question 1.d), ”(’;‘)k” > p(i‘-)k = ('1%’-1) > 1car 22 > 1. De ce fait, la suite
((f)l)km- ne tend pas vers 0.
On a bien montré que E4 =]p(A), +00.
Soit A € .#,(C) et k € N*, on a vu que [|A*|| = p(A*) = p(A)* donc || A*|| /% > (p(A)VE = p(A).

k
Soit £ > 0, d’aprés la question précédente, p(A) + € € E4 donc ((p(AA)*‘) )k N el
oN-

< 1. Cela implique ||A*|| < (p(A) + €)*

()

existe donc un rang N, tel que pour k > N, I
puis [|A)V* < p(A) 4 .

Finalement, cela montre que pour tout € > 0, il existe un entier N, tel que pour k > N, p(A) <
A% < p(A) + . Cest-d-dire |limng 400 | A*)) 5 = p(A) ]
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