Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série I : Espace vectoriel normé

x Exercice 1 Soit E = C°([0,1],R). On considére les applications Ny et N,

définies par :
YfeE, Ni(f)= f) e/ ()| da.

1) Montrer que les applications Ny et N3 sont des normes sur E.
2) Montrer que Ny et N3 ne sont pas équivalentes.

: g : | falx)=1-nz size (0,1

Ind Considérer la suite (f,,) définie par : { 0 siz € | _'1; By

3) On considére E = C'([0,1],R), le R-espace vectoriel des fonctions de

classe C' de [0,1] dans R. a)) Montrer que Uapplication n : E — R, définie
par

2. et No(f) =

e [lf(on'-‘ + l(f’)’]%

est une norme sur E.
b) Soit F le s.e.v. de E des fonctions nulles en 0. Pour

na(f) = sup [f(t) + (D)
te(0,1]

pose

Montrer que n, est une norme sur F. et quemy et n

Exercice 2 Soient n € N* E = R,[X] vy Oy des réels 2 a deuz

distincts. On pose, pour P dans E

1 ' n y
M(P) =A |P(z)|dz, N2(P)= Z |P(a)|-
k=0

sont pas équivalentes.

un intervalle quelconque de R.
— R continue tel que f? est intégrable sur I}.

<.,.> : EXE—R
(F.9)— [ 10900
définit un produit scalaire sur E.
NQ :E—R

4) Déduire que l'application 3 est une norme sur
1= (fuor a)
+00 -t :

B +o0 -t
5) Montrer que / 3 dt converye et que / == dt <
1 ‘ 1

&
ev2
Exercice 4 "trois normes sur l’espace des suites"

1) Soit I*(IK) = {(un)nsuite d’éléments dans IK bornée }

| Pour (ug)n € I, on pose

"(un)n"ao = sup |u,,|.
neN
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Montrer que 'application ||.|| est une norme sur1®(I1K).

2) On considére

IMIK)) = {(un)nsuite d’éléments dans IK tel que la su‘zez |un|converge }.

n>0

Pour (un)n € I, on pose

o0

l(za)nllr = Z |unl.

n=0

Montrer que Uapplication ||.||o définit une norme sur {}(I1K).

\ \

3) Soit

I2(R) = {(un)nsuite d’éléments dans R tel que la série Zn>0(u,,)2converye}
a) Montrer que si (un)n €t (Un)n sont deuz éléments de 12, alors la séri

Z UnUn CONUTYE.

n>0

b) Montrer que I*(R) est un R-espace vectoriel.
<.,.>:ExE—R

¢) Montrer que L’application (), (@2 ) S f:u 4 définit u dmt

o n=0
scalaire sur -,

d) Déduire que lapplication (un)n +— ( ('u,.)2
\ n=0
2(R).

XExercice 5 “ Normes sur M, ,(I)".

© Soit A= (aid)lgijs;‘, € M,(K). On\po

llAllx = e

A4l = /tr(fAA) IK =R

u

‘,

orme sur

14lleo = max ai,|

1. Montrer que || + |14 « lloc des normes sur M,(IK) et que | - ||2
est une norme sur M, (R) out A = (a;j)1<ijen € Mn(K), on
pose :

2. Montrer que pourNtout

»(K), on a | AB|le < nf|Alloo]| Blleo-
€ My(K), on a [|AB||z < [|All2[| B-

\

Al = Supyx)=1l|AX]|
ontrer pour tout X € M,(R) et pour tout A € M,(R),
| (IAX < (1X AL

2) Montrer que ||.|| est une norme sur M,(R)
8) Montrer que pour tout A et B dans M,(R)

I4B]| < llAlllBII
4) Sozent U € My(R) une matrice orthogonale (*UU = I,,) et A € M,(R),
Al = (Al = |4
5) Montrer pour tout A € M (IR), p(A) < ||A||

1)

6) Sozt Be M W(R) tel que ||B]| < 1. On pose Sy = ZB"
k=0
a) Montrer que la suile (Sy) est convergente dans M,(R) muni de la norme

[|-|]:'On note'S'sa’'somme
b) Montrer que I — B est inversible et que son inverse est S.
¢) Montere que si I — B n’est pas inversible, alors ||B|| > 1.
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Exercice 7 Soit (E,||.\l) un e.v.n. On rapelle qu'une partic A de E est
convezre st :

V(z,y) € Ax A et A € [0,1] le segment [z,y| =
est inclus dans A. | .
B(z,r) ={y € R", ||y — z|| < 7} la boule ouverte de centre x et de rayon r.
1) Vérifier qu'une boule ouverte de E B(z,r) est conveze.

2) Montrer que si A est conveze alors A est conveze.

(Ind : utiliser la caractérisation séquentielle des points adhérents).

3) On se propose de démontrer que si A conveze alors A°® est convere :

P+ (1 =AMy, A €[0,1]}

Soit (z,y) € A°x A° , A€ [0,1] etz=dz+(1—-N)y

a) Vérifier qu’il existe r > 0 tel que B(z,r) C A et B(y,r) CA.
b) Montrer que : pour tout u € B(z,7) ona :

u+ (1 =N (z—y) € B(z,7) et u+ Ay —z) € B(y,r).

En déduire que B(z,7) C A et conclure que A° est conveze. . ) {10

Exercice 8 On considére (E,||.||) un espace vectoriet normé, |
parties de E. '

1. a) Montrer que si AC B, alors A°C B° et AC
b)i) Montrer que (AN B)° = A°N B° et A°U B°
ii) A-t-on AU B° = (AU B)° 2
¢c) i) Montrer que AUB =AUB
ii) A-t-on ANB=ANB?

érence et la frontiére des

2o

Déterminer, en justifiant, l’intérRur,
ensembles suivants :
A=]a,b), B=QetC=2.

a) Soitn € N* et A € M,(IK).

est tnversible.
b) Déduire que GL (1 K ) est dense dans M,(IK).
Exercice 9 ’
Soit p, q €]1, +o0| tel

Pour p €]1, 400, on po

I continuc; fPest intégrable surl}.

g
2 ¥

-,J)E(IU +°<>[)2 YLk

efit f € LP(I) et g € LI(I). Montrer que:

<(/ |f(m)i"dx)% (f |g<x)|qdm)%

5. Soient f € LP(I) et g € LP(I).
a) Montrer que (f + g)P~* € La(I).
b) Montrer que

([ + g(x)v'wz) ( [ If(:c)l”dx) +([ls@paz)’

1

= (/Il f(x)]’dx)" est ;me

Exercice 10 On considére E et F deuz e.v.n .

\ [ 1@t

1

6. Déduire_qﬁe Uapplication f +— Ny(f)

norme sur LP(I).

Montrer que pour a > 0, il eriste € vérifiant 0 < |e| < a et A+ €ln

1) Soient A ¢ E et B C F. Montrer que.A et B sont des compacts
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respectivements de E et F s c' sml( ment en AXB est un comp(ut de
E x F.

L) Soient A ¢ E et f : A — F une fonction continue.
Gr(f) = {(x, f(x)),x € A} le grape de f.

a) Montrer que si A est un fermé de E, alors Gr(f) est un fermé de E x F
b) Montrer Gr(f) est un fermé de E x F ssi A est un compact de .

On pose

Exercice 11 Soit E = R[X]. On pose, pouf P dans R[X],

deg(P)

N(P) = |POO)

k!

k=0

1) Montrer que N est une norme sur E. ‘
2) Soit D ’application de dérivation définie par :'

D:F—F
P— P

L’application D est-elle continue ¢
8) Soit W, Uapplication définie par :

¥,:E—R
P— P(")(O)
\
a) Montrer que \Il 'est continue.
b) Calculer la norme de V,.

Exercice 12 Le but de cet exercice est de montrer que dans un’ espace
vectoriel de dimonsion finie toutes les normes sont équivalentes.

Soit E un'K-e.v.n de dimention n' € N* et B = (¢y,..,¢n) une base de E.
On considére ||.|| une norme quelconque sur E. On pose

Zker, ||Z)|oo = Juax [z

tel que [[z[| = 1}.

n compact dans (E, ||. II)

vwootication | Bl — R
el appl_zc.atzon 2 Jal)
5) WMontrer que o = inf,es ||z|| eziste et que a > 0.
ire que Vz € B, al|]je < [[o]] < ¢f|2]|-

est continue.

Exercice 13 Pour tout n € N on.désigne par M (C) U’éspace des matrices
carrées d’ordre n. Pour toute matrice A = (a;,)1<,J<n € M,(C), on pose

Z ,aul

N(4)— max

1<i<n

1) Montrer que lapplication N déﬁmt une norme sur Mn(C)
2) Montrer que, pour tous A, B € M,(C), on a :

N(AB) < N(A)N(B).

3) Pour tout A € My(C), on pose
p(A) = maz{|A| tel que A est 'une valeur propre de A}
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a) Montrer que, V X valeur propre de A et k € N* on a:
IA[¥ < N(49).

b) On suppose que A est diagonalisable . Montrer que :

p(A) <1<= lim 4A*=0.
k—3+o00

4) On munit M,,(C) de la norme N. Soit B € M,(C) et soit Vg | applzcatzon

définie par :
M;(C) — M, (C)

A— AB

a) Montrer que Vg est continue et calculer sa norme .
b) Soit :
F = {A € M,(C) tel que AB = 0}.

Montrer que F = F et F = 0.
c) Soit :
G = {A = (aij) € M,(C) tel que Vi, j € {1, ..

Montrer que G est un compact.
En déduire qu’il eriste une matrice Ag.€ G t&{le g

max N(Va(4) - 4) = =iy,
5) Soit D € M,(C) telle que
N(D) <1

a) Montrer qu’il eziste une unique matrice S € M,(C) telle que :

b) En déduire que (

Exercice 14 On consi
sutvantes :

vieE, ||fllo}

(C[0,1},R) et on définit les normes

|["&5t une norme et qu’elle est équivalente a ||.|| {00}
est-elle équivalente a ||.||(o0} 2 Justifier votre réponse.

L: E—R
fr— L(f) = £(0)
r que L est continue sur (E, ||.|]).
b) Pytwer que ||||L]|| = sug1 |L(f)| eziste puis déterminer sa valeur.

c) Soit (fa) la suite de fonctions définies par : Vt € [0,1], fo(t) = (1 —1¢)™
Evaluer || fu|l1 et déduire que L n’est pas continue sur (E, ||.||1).

3) On considére A= {f € E tel que f(0) > 0}

a) Monirer que L(A) = [0, +c0].

b) En déduire que A est une partie fermée de (E, ||.||) mais n'est pas compact.

Exercice 15 On pose I*(R) = {(un)nen suite rélle telle que la série 3, 5o(un)?

1) a) Montrer que si (un)nen €6 (Vn)nen Sont deuz éléments de 1*(R), alors
la série 3,50 Un¥n €t absolument convergente.
b) Montrer que I*(R) est un R-espace vectoriel.

2) Montrer que Uapplication :
<.;.>BR)x ZR) — R

((n)netts (Vn)nen) —> Z UnVn

n=0

Scanned with

i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

est un produit scalaire I>(R). Dans la suite, on considére (an)nen un élément non nul de 1*(R) et on pose

[ (3R), — R,

3) Déduire que Uapplication : +
oo

( Nn)) = Eanun
n=0

N> : lz(R) — R

(un)neN — (Z Iurzz)

[

n=0

+oo
B(R) telle que Zanun > 0}}.

n=0

est une norme sur I*(R).
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