Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série B : Espace vectoriel normé

Exercice 1 Soit E [’espace vectoriel des suites bornées u = (uy)nen telles 3. Montrer que Uappligation§,.)| g définie par :
que ug = 0. L
On pose Noo(u) = Sup,ey |Un| €t N(u) = sup, ey |Unt1 — Un|. / 2 / 2 2
[e's] n n n n n \v4 s = t)dt + t)dt
Montrer que N, et N sont des normes sur E et qu’elles ne sont pas il If (t) If ®)
équivalentes.
1 e sur H(I).
XExercice 2 Soit a € R. Pour tout P € R[X], on pose : L ) = {fI — Recontinue; fest intégrables sur I}
er que Lo(I) et un R espace vectoriel et que Uapplication ||.||2

Nu(P) = |P(a)] + /O P (1)t sfin¥ par -

1. Montrer que N, est une norme sur E.

1
3
v e L. il = [ Foa).
I
2. Montrer pour tout a,b € [0,1], les normes N, et Ny, sont équi

3. Montrer pour tout a € [0, 1] et b €]1, 00| les normes N, A’ 6. On pose

pas équivalentes.

K(I)={f € H(I), f(0) = 0}.

4. On consideére la suite (P,)nen avec P (X) = )2(_77, Pour tout x € I, on pose ¢(f)(z) = 6_“/0 e f(t)dt avec ¢ > 0.
a) Montrer que la suite (Py,)nen converge versle constant 1 a) On pose g = p(f). Vérifier ¢ +cg = f et montrer que si f € Ly(I),
pour la norme Ny el vers polynome @l pour 07“ avec |a| < 2. alors o(f) € K(I).
b) Démontrer que qu’ il existe A > 0 tel que
)/ Exercice 3 Soit I un intervalle que R comtenant 0 et e (F)la < || fllz, Vf € La(1).

Montrer que ¢ : (La(1),]]-]]2) — (K1), ||-||g) est continue.
intégrables sur I} %
xercice 4 "Norme matricielle”

ors fg et f'g’ sont intégrables | Soit ||.|| une norme sur C™.

H(I)={f:1—R, C'tel que

1. Montrer que si f et g sont dans H(I),

sur 1. 1. Pour une matrice A = (a;j)1<i j<n montrer qu’il existe une constante

2. Montrer que H(I) est un R espace vectoriel. réelle Cy telle que ||[AX|| < Cyul|X]|,V X € C™.
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2. Pour tout A € M, (C), on pose N(A) = u
xecnifoy |1X]|
3. Vérifier que N est bien définie et que cest une norme sur M,(C).

4. Montrer que N est une norme matricielle sur M,(C) ¢ a d

VA, B € M,(C) N(AB) < N(A)N(B).

Pour tout A € M,,(C), on pose

p(A)

= maz{|\| tel que \ est une valeur propre de A}

5. Montrer que p(A) < N(A).
6. Montrer que si lim A" =0, alors p(A) < 1.

k—> 400

On admet dans la suite que si p(A) < 1, alors lim A" = 0.
k— 400
7. a) Montrer que pour tout k € N*, p(A) < [N(AF)]%.

)V\Gwﬁm’et que pour tout \ € C p(AA) = IA|p(A).
¢) Soit € > 0, on pose A, = €+p(A)

Vérifier que p(A.) < 1 et en déduire lexistence d’unentier k, {
que Yk > ko, N(A¥) < (e + p(A)".

d) En déduire que lim N(A¥)% = p(A).
k—+o0
Exercice 5 Soit (E,||.||) un I K-espace vectoriel norméiet Poum sols espace

vectoriel de E.

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel We/E.

2. On suppose dans cette question
a) Montrer qu’il existe € > 0 tel
b) Déduire F' = E.

3. Soit H un hyperplan de E. Démont
bien dense dans E.

4. Soit A une partie de E. Démontrer que vect(A) C vect(A).

C F.

que H est ou bien fermé ou

Exercice 6 "Distance d’un point o une partie”.
Soit A une partie non vide d’un e.v.n (E,||.||) et v € E.
On rappelle que la distance entre x gt A est

1. Montrer que

2. Montrer que si A
existe a € A

sidere dans cette question E = (C[0,1],R) lespace vectoriel
onctions continue de [0,1] & valeurs dans R muni de la norme

|./|oo- On pose A={f € E; f(0)=0 et / f(t)dt > 1}.
~ 0
Déterminer d(0, A).

fut) =+ 1)t sitelo,
(Ind : considérer la suite (f,,) définie par : 1 1
fn(t)ZI—i-E Site[ﬁ,

Exercice 7 "Diamétre”.
Soit (E,||.]|) un IK-espace vectoriel normé. Pour A une partie non vide et
bornée de E, on définit le diamétre de A par

diam(A) = sup{||x — y||,x € A,y € A}.
1. Montrer que A et F,(A) sont également bornés.

2. On suppose que A est non vide.

i) Vérifier que diam(;l) < diam(A). A t-on l’égalité
ii) Montrer que diam(A) = diam(A).

o

1]
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3. a) Montrer que diam(F,(A)) < diam(A).

Montrer que Sup(B) existe.
b) Soit v € A et u € E avec u # Og. on pose

¢) En déduire que toute demi droite issu d’un point x de A coupe
F.(A).
= >
B={t=0z+tucA}. (Ind : considérer ¢ + tou = Sup(B).
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