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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série II : Espace vectoriel normé

Exercice 1 Soit E = C0([0, 1],R). On considère les applications N1 et N2

dé�nies par :
∀f ∈ E, N1(f) = sup

x∈[0,1]
|f(x)| et N2(f) =

∫ 1

0
ex|f(x)| dx.

1) Montrer que les applications N1 et N2 sont des normes sur E.
2) Montrer que N1 et N2 ne sont pas équivalentes.

Ind Considérer la suite (fn) dé�nie par :

{
fn(x) = 1− nx six ∈ [0, 1

n
]

0 six ∈ [ 1
n
, 1]

3) On considère E = C1([0, 1],R), le R-espace vectoriel des fonctions de
classe C1 de [0, 1] dans R. a)) Montrer que l'application n : E −→ R+ dé�nie
par

n1(f) =

[
(f(0))2 +

∫ 1

0

(f ′)2
] 1

2

est une norme sur E.
b) Soit F le s.e.v. de E des fonctions nulles en 0. Pour f ∈ F on pose :

n2(f) = sup
t∈[0,1]

|f(t) + f ′(t)|

Montrer que n2 est une norme sur F. et que n1 et n2 ne sont pas équivalentes.

Exercice 2 Soient n ∈ N∗ E = Rn[X] et a0, a1, ..., an des réels 2 à deux
distincts. On pose, pour P dans E,

N1(P ) =

∫ 1

0

|P (x)|dx, N2(P ) =
n∑

k=0

|P (ak)|.

1) Montrer que N1 et N2 sont des normes sur E.

2) Soit B = {P ∈ E;

∫ 1

0

|P (x)|dx = 2}.
Montrer que B est un fermé de E

Exercice 3 Soit (E, ||.||) un e.v.n. On rapelle qu'une partie A de E est
convexe si :
∀(x, y) ∈ A × A et λ ∈ [0, 1] le segment [x, y] = {λx + (1 − λ)y, λ ∈ [0, 1]}
est inclus dans A.
B(x, r) = {y ∈ Rn, ∥y − x∥ < r} la boule ouverte de centre x et de rayon r.
1) Véri�er qu'une boule ouverte de E B(x, r) est convexe.
2) Montrer que si A est convexe alors Ā est convexe.
(Ind : utiliser la caractérisation séquentielle des points adhérents).

3) On se propose de démontrer que si A convexe alors
◦
A est convexe :

Soit (x, y) ∈
◦
A×

◦
A , λ ∈ [0, 1] et z = λx+ (1− λ)y

a) Véri�er qu'il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ A et B(y, r) ⊂ A.
b) Montrer que : pour tout u ∈ B(z, r) on a :

u+ (1− λ)(x− y) ∈ B(x, r) et u+ λ(y − x) ∈ B(y, r).

En déduire que B(z, r) ⊂ A et conclure que
◦
A est convexe.

Exercice 4 On considère (E, ||.||) un espace vectoriel normé, A et B deux
parties de E.
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1. a) Montrer que si A ⊂ B, alors
◦
A ⊂

◦
B et A ⊂ B.

b)
◦

A ∩B =
◦
A ∩

◦
B et

◦
A ∪

◦
B ⊂

◦
(A ∪B).

ii) A-t-on
◦
A ∪

◦
B =

◦
(A ∪B) ?.

c) i) Montrer que A ∪B = A ∪B et A ∩B ⊂ A ∩B
ii) A-t-on A ∩B = A ∩B?

2. Déterminer, en justi�ant, l'intérieur, l'adhérence et la frontière des
ensembles suivants :
A =]a, b], B = Q et C = Z.

3. a) Soit n ∈ N∗ et A ∈ Mn(IK).
Montrer que pour α > 0, il existe ε véri�ant 0 < |ε| < α et A + εIn
est inversible.
b) Déduire que GLn(IK) est dense dans Mn(IK).

Exercice 5

Soit p, q ∈]1,+∞[ tels que
1

p
+

1

q
= 1.

Pour p ∈]1,+∞[, on pose

Lp(I) = {f : I −→ R continue; fpest intégrable surI}.

1. Montrer que pour (x, y) ∈ ([0,+∞[)2, xy ≤ xp

p
+

yq

q
.

2. a) Montrer que ∀x ∈ I, |f(x) + g(x)|p ≤ 2p(|f(x)|p + |g(x)|p).
b) En déduire que Lp(I) est un R-espace vectoriel.

3. Montrer que si f ∈ Lp(I) et g ∈ Lq(I), alors fg est intégrable sur I.

4. Soient f ∈ Lp(I) et g ∈ Lq(I). Montrer que

∣∣∣∣∫
I

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
I

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫

I

|g(x)|qdx
) 1

q

5. Soient f ∈ Lp(I) et g ∈ Lp(I).
a) Montrer que (f + g)p−1 ∈ Lq(I).
b) Montrer que(∫

I

|f(x) + g(x)|p|dx
) 1

p

≤
(∫

I

|f(x)|pdx
) 1

p

+

(∫
I

|g(x)|qdx
) 1

q

.

6. Déduire que l'application f 7−→ Np(f) =

(∫
I

|f(x)|pdx
) 1

p

est une

norme sur Lp(I).

Exercice 6 (D'aprés concour MP2 2010 Alg)
Rn est muni du produit scalaire canonique et de la norme euclidienne associée
||.||. Soit S la sphère unité de Rn

S = {x ∈ Rn tel que ||X|| = 1}

Pour A ∈ Mn(R), on pose

N(A) = sup
||X||=1

||AX||

1) Montrer pour tout X ∈ Mn(R) et pour tout A ∈ Mn(R),

||AX|| ≤ ||X||N(A)

2) Montrer que N est une norme sur Mn(R)
3) Montrer que pour tout A et B dans Mn(R)

N(AB) ≤ N(A)N(B)

4) Soient U ∈ Mn(R) une matrice orthogonale (tUU = In) et A ∈ Mn(R),

N(AU) = N(UA) = N(A)
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5) Montrer pour tout A ∈ Mn(R), ρ(A) ≤ N(A)

6) Soit B ∈ Mn(R) tel que N(B) < 1. On pose SN =
N∑
k=0

Bk

a) Montrer que la suite (SN) est convergente dans Mn(R) muni de la norme
N . On note S sa somme
b) Montrer que I −B est inversible et que son inverse est S.
c) Montere que si I −B n'est pas inversible, alors N(B) ≥ 1.

Exercice 7 On considére E et F deux e.v.n
1) Soient A ⊂ E et B ⊂ F . Montrer que A et B sont des compacts
respectivements de E et F si et seulement si A × B est un compact de
E × F .
2) Soient A ⊂ E et f : A −→ F une fonction continue. On pose
Gr(f) = {(x, f(x)), x ∈ A} le grape de f .
a) Montrer que si A est un fermé de E, alors Gr(f) est un fermé de E × F
b) Montrer Gr(f) est un compact de E × F ssi A est un compact de E.

Exercice 8 Soit E = R[X]. On pose, pour P dans R[X],

N(P ) =

deg(P )∑
k=0

|P (k)(0)|
k!

1) Montrer que N est une norme sur E.
2) Soit D l'application de dérivation dé�nie par :

D : E −→ E

P −→ P ′

L'application D est-elle continue ?
3) Soit Ψn l'application dé�nie par :

Ψn : E −→ R
P −→ P (n)(0)

a) Montrer que Ψn est continue.
b) Calculer la norme de Ψn.
4) On dit que f précède g avec f et g dans E et on note f < g, lorsque
quel que soit l'entier n, on a : f (n)(0) ≤ g(n)(0). Soit g ∈ E et l'on pose :
G = {f ∈ E tel que f < g}. Montrer que G est fermé.

Exercice 9 Le but de cet exercice est de montrer que dans un espace
vectoriel de dimonsion �nie toutes les normes sont équivalentes.

Soit E un K-e.v.n de dimention n ∈ N∗ et B = (e1, ..., en) une base de E.
On considére ||.|| une norme quelconque sur E. On pose

pour tout x ∈ E avec x =
n∑

k=1

xkek, ||x||∞ = max
1≤k≤n

|xk|

1)Montrer que ||.||∞ est une norme sur E
2) a) Montrer qu'existe c > 0 telle que ||x|| ≤ c||x||∞,∀x ∈ E.

b) En déduire que l'application : id : (E, ||.||∞) −→ (E, ||.||)
x −→ x

est continue.

c) On pose S = {x ∈ E tel que ||x||∞ = 1}.
Montrer que S est un compact dans (E, ||.||).

4) Montrer que l'application
f : (E, ||.||) −→ R

x −→ ||x|| est continue.

5) a)Montrer que α = infx∈S ||x|| existe et que α > 0.
b) Déduire que ∀x ∈ E, α||x||∞ ≤ ||x|| ≤ c||x||∞.
6) En déduire que toutes les normes sur E sont équivalentes.

Exercice 10 Pour tout n ∈ N on désigne par Mn(C) l'éspace des matrices
carrées d'ordre n. Pour toute matrice A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(C), on pose

N(A) = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|.
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1) Montrer que l'application N dé�nit une norme sur Mn(C).
2) Montrer que, pour tous A, B ∈ Mn(C), on a :

N(AB) ≤ N(A)N(B).

3) Pour tout A ∈ Mn(C), on pose

ρ(A) = max{|λ| tel que λ est une valeur propre de A}

a) Montrer que, ∀ λ valeur propre de A et k ∈ N∗ on a :

|λ|k ≤ N(Ak).

b) On suppose que A est diagonalisable . Montrer que :

ρ(A) < 1 ⇐⇒ lim
k−→+∞

Ak = 0.

4) On munit Mn(C) de la norme N. Soit B ∈ Mn(C) \ {0n} et soit ΨB

l'application dé�nie par :

ΨB : Mn(C) −→ Mn(C)

A −→ AB

a) Montrer que ΨB est continue et calculer sa norme .
b) Soit :

F = {A ∈ Mn(C) tel que AB = 0̃}.

Montrer que F̄ = F et
◦
F = ∅.

c) Soit :

G = {A = (aij) ∈ Mn(C) tel que ∀i, j ∈ {1, ..., n} , |aij| ≤ 1}

Montrer que G est un compact.
En déduire qu'il existe une matrice A0 ∈ G telle que :

max
A∈G

N(ΨB(A)− A) = N(ΨB(A0)− A0).

5) Soit D ∈ Mn(C) telle que

N(D) < 1

a) Montrer qu'il existe une unique matrice S ∈ Mn(C) telle que :

SD = In + S.

b) En déduire que (D − In) est inversible.

Exercice 11 On considère E = (C[0, 1],R) et on dé�nit les normes
suivantes :
∀f ∈ E, ||f ||{∞} = sup

x∈[0,1]
|f(x)| et ||f ||1 =

∫ 1

0
|f(x)|dx

On pose ||f || = ||f ||∞ + ||f ||1
1) a) Montrer que ||.|| est une norme et qu'elle est équivalente à ||.||{∞}
2) b) La norme ||.|| est-elle équivalente à ||.||{∞} ? Justi�er votre réponse.
Soit

L : E −→ R
f 7−→ L(f) = f(0)

a) Montrer que L est continue sur (E, ||.||).
b) Prouver que ||||L||| = sup

||f ||≤1

|L(f)| existe puis déterminer sa valeur.

c) Soit (fn) la suite de fonctions dé�nies par : ∀t ∈ [0, 1], fn(t) = (1− t)n.
Evaluer ||fn||1 et déduire que L n'est pas continue sur (E, ||.||1).
3) On considére A = {f ∈ E tel que f(0) ≥ 0}
a) Montrer que L(A) = [0,+∞[.
b) En déduire que A est une partie fermée de (E, ||.||) mais n'est pas compact.
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Exercice 12 On pose l2(R) = {(un)n∈N suite rélle telle que la série
∑

n≥0(un)
2 converge}.

1) a) Montrer que si (un)n∈N et (vn)n∈N sont deux éléments de l2(R), alors
la série

∑
n≥0 unvn est absolument convergente.

b) Montrer que l2(R) est un R-espace vectoriel.

2) Montrer que l'application :

< .; . >: l2(R)× l2(R) −→ R

((un)n∈N, (vn)n∈N) 7−→
∞∑
n=0

unvn

est un produit scalaire l2(R).

3) Déduire que l'application :

N2 : l
2(R) −→ R

(un)n∈N 7−→

(
∞∑
n=0

|u2
n

) 1
2

est une norme sur l2(R).

Dans la suite, on considère (an)n∈N un élément non nul de l2(R) et on pose

f : (l2(R),−→ R,

(un)n∈N 7−→ f(((un)n∈N)) =
+∞∑
n=0

anun

4) a) Justi�er que f est linéaire.
b) Montrer que |f((un))| ≤ k N2(un). ou k est une constante à déterminer
c) Déduire que f est lipchitzienne, puis que f est continue.

5) On pose A = {(un)n∈N ∈ l2(R) telle que
+∞∑
n=0

anun ≥ 0}}.

Montrer que A = A.
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