Préparatoire MP 2

Prof. Nedra Moalla

Série IIT Espace vectariel normé

Exercice 12 Soit p € N°. Pour A € My(R), on considére les
applications .

da : MyR) — M,R) . ga : M(R) — My(R)
N+— NA N+— AN '

1) Montrer que les applications d4 et ga sont continues sur M,(R).

Dans la suite, on considére une matrice M € M,(R) fizée telle que
suite (M™),.en soit barnée.
On pose pour n € N,

- 1
Un——---—— Mk'—‘-m(lp‘l'kf"l"l'Mn).

k=0
2) Montrer que la suite (U,)nen admet au moin une valeur d’affhérdycey

dans M,(R).
3) Montrer pour toutn € N, MU, = U,M = U% i A n+l Qg

4) Soit L une valeur d’adhérence de la suite (U,)
a) Montrer que ML = LM = L.

b) En déduire que pour toutn € N, U,L =
5) Soit Ly et L, deyz: valeurs d’a :
que Ly = L.

6) Montrer que la suite (U,

ite (Un)neN, montrer

N

Exercice 13 1. Justifier que l’application det : M,(IK) — IK
est continue.

2. Montrer que GL,(IK) est un ouvert.
3. Montrer que GL,(IK) est dense dans M,(IK).

4. Montrer que GL,(IK) est non borné.

o

connere par arcs.

de M,(IK).
xBa ou x représente le polynéme

6. Soit A et B
Montrer que'e

K) = {A € M,(IK); det(A) = 1}.
SEL(TK) = SL.(IK) et que SL(IK) =0
. nlfontrer que SL,(IK) est non borné.

b) SL,(IK) est- il compact ?
Exer€ice 14 On note O,(R) = {M € M,(R); tM.M = I,.}.
SOn(R) = {M € On(R); detM =1}.
Pour A € M,(R), On pose N(A) = mazi<ij<nlas;l-

Montrer que N est une norme sur M,,(]R)

Montrer que O,(R) est un groupe compact.

Montrer que O,(R) n’ est pas conneze par arcs.

Montrer que O,(R) n’ est pas conveze.

Déduire que O} (R) = {A € O,(R); det(A) = 1} est un groupe
compact.

6. Montrer qu’il eziste une matrice Ay € OF(R) telle que

sup N(M)= N(Ap).
MeSOn(R)

7. Montrer que SO, (R) est conneze par arcs.

8. Soit (E,< ... >) un espace un espace euclidien. On pose O(E)
lensemble des endomorphismes orthogonauz.
Montrer que O(E) est un groupe compact.

Gv s o =
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Exercice 15 .

On pose D,(IK) = {A € Mn(IK), tel que A est diagonalisable}. |

1. a) Montrer que D,(IK) est éloilé par rapport a la matrice nulle.
b) Déduire que D,(IK) est connezre par arcs.
2. Montrer que D,(IK) n’est pas borné.
3. a) Justifier que l’application M,(C) — M,(C) : M —»
xm (M)
est continue. (xm est le polynéme caractéristique de M) 5
b) Montrer que si D est une matrice diagonale, alors xp(D) = 0.
b) Déduire le théoréme de Cayley Hamilton dans M,(C) : VM €
Mn(C), xm(M)=0.
Exercice 16 On considére ||.|| une norme sur M, 1(IK).
Pour A € M,(IK), on pose
|| AX|

N(A) = Supixiizo™ 5

g@

1. Montrer que N est une norme sur M,(IK).

2. Montrer que pour tout A et B dans M,(IK),
N(A)N(B).

N(AB) <

00 Aﬂ ’ .
3. Soit A € M,,(IK), Justifier A = Z - est bien défini.

n=0

M,(IK) — M,(IK)

4. Montrer que L licagn M —s PMP-1 est
continue.
5. Montrer que( si My e¢tPdigaonalisable , alors e* est aussi

diagonalisable ¥tfsemMbble & la matrice diag(e*,e,...,e*).

Nt une valeur propre de A et V un vecteur propre
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