On désigne par I un K-espace vectoriel normé de dimension finie et X une partie quelconque.de. & ;

Y
n

I) Suites de fonctions

1) Modes de convergences 3

On désigne par (fn)nen une suite de fonctions de X dans F.
C'est A dire pour tout n € N, f,, une fonction de X dans F.

a) Convergence simple

r-ﬁ(mnition 1 (Convergence simple).}— —_—

On dit que la suite de fonctions (fn)nen converge simplement vers la fonction f : X — F sur X si Vzx € X, la suite

(fn(x))nen converge vers f(x).
Dans ce cas f s’appelle 1a limite simple de (f.)nen

\ o

~ Remarque 1. ,L N

Pour étudier la convergence simple de (fu)nen sur X, on fixe r dans X et on détermine n‘l_i)l*l‘lw Sa(z)

Exemples
Etudier la convergence simple de (f,,)nen sur X dans les cas suivants.

® Vn € N,Vz € X =0,1], fn(z) = z". ,
SoitxE.\',six:l,onaj,,(l):l"_: letsize[0,1[,ona fu(z)=2" — 0.

n=+4o0
0 sizel0,1
On conclut que (fn)nen converge simplement sur [0,1] vers f o f(z) = ke [1 [ : .

Remarquons que Vn € N, f,, est continue en 1, mais / n’est pas continue en 1, d’oui
La convergence simple n’est pas suffisante pour garder la continuité de la limite simple.
@Vn €N*,Vr € X =(0,400[, fn(z) = = ‘ W

z+n"

Soit z € X,ona fu(z) == — 0.

TN patoo

On conclut que (f,)nen converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction nulle.

Remarquons que :ET«; nln’rﬂm a(z)) =1#£0= “ETOO (I_Im:m j,,(:c)), d’on

La convergence simple n’est pas suffisante pour faire 'interversion des limites.

@VneNVre X =R, fulz)=(01+ £)m,
Soit r € X, on a fa(x) = (1 + Z)" = enIn(143) 3 e”.
n—++400
On conclut que (/. )nen converge simplement sur R vers f ol f(z) = e*

b) Convergence uniforme

Définition 2 (Convergence uniformcU 3
On dit que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers la fonction f : X = F sur X si

lim sup [[fn(z) = f(@)|[Fr =0
N+ e X

Dans ce cas f s’appelle la limite uniforme de (fn)nen

ﬁ’roposition Q

Si la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers la fonction f : X — F sur X, alors (fu)nen converge
simplement vers la fonction f sur X
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Si (fu)nen converge simplement vers la fonetion f : X = F sur X, et (fu)uen converge uniformément vers la fonction
9: X = F,alors [ = g.

On a deux techniques pour étudier la convergence uniforme de (fu),en sur X

“;l-l;\lqlw 1.}

Pour étudier la convergence uniforme de (/o )nen sur X,

@ On déternmine [ la limite simple de (f,)wen sur X,

@ Sl existe (o) en une suite ne dépend pas de x et Ve € X, Vn € N, ||fu(x) = [(2)||lF < a, et a, =+ 0,
Alors (fu)nen converge uniformément vers la fonction f sur X,

{(Technique 2.} -

Pour étudier la canvergence uniforme de (fu)nen sur X vers f.
On ¢tudier les variations de la fonction x = || fu () = f(7)||F sur X, pour déterminer a,, := sup || f,.(z) = f(z)||r, puis on
eX

Otudier lhn a,

Ona ln mnwrm'nn' uniforme de (fu)nen sur X vers f, si et seulement si, 11'..'.‘ a, =0
n om0

Exemples :
Etudier la convergence uniforme de (fu)nen sur X dans les cas suivants.

@®VneN Vre X =[0,+00, fa(x) =
e Il st clair que (fu)nens converge r-implmnt'nt sur X vers f la fonction nulle sur X.
eVn €N, Vr € X = [0, 400, |fa(z) = f(2)] = = € L = a,.

Comme () ne dépend pas de = et tend vers 0, nlom d'aprés la technique 1, (fn)nene mnwrgo uniformément sur X vers f qui
est la fonction nulle sur X.

@ Vn € N*,Vr € X = |0, 400, fn(z) = n"ze™"*,

o 1l est clair que (fu)nene converge simplement sur X vers f la fonction nulle sur X.
eVn e N* Vr e X = [0,400[,¢n(x) = | fn(x) = f(x)| = n"ze~"",

On a ¢, st dérivable sur [0, 400 et ¥z € X = [0, +00[, ¢, (7) = n"e~"*(1 = nz).

2 0 L -+00

1

@n(T) + 0 -

3§
Y’n(-‘r) 0 / v"(") et 0

1 1
D'apres le tableau de variations, on déduit que : sup || fo(x) = f(2)||F = sup @n(z) = ¥n (-—) = —,
rcX rcX n en'-a

Alors (f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur X, si et sculement si, (== )21 converge vers 0, si et seulement
si, 1 = a > 0, si et seulement si, o < 1

On une technique pour montrer qu'une suite de fonctions ne converge pas uniformément :

Technique 3. L,
S'il existe (ry)nen une suite d'éléments de X telle que ([ (xn) = f(zn)) ne converge pas vers 0, alors (fa)nen ne converge
pas uniformément vers la fonction f.

Exemples

@ Vn € N\Vr € X =]0,+00[, fu(r) = e~V"E,

o Il est clair que (f.)nen converge simplement sur X vers f la fonction nulle sur X.

eOnavn>1, [, (;‘-;) -f (;l;) = f, (T"ﬁ) =1 - . 0, d’aprés la technique 3, (f,)nen ne converge pas uniformément ven:
la fonction nulle sur |0, +o0l.
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@vneNVre XN =R, fo(r) = (14 '5.)"
o Il st clair que (fu)nen converge simplement sur X vers [ ol f(r) = ¢,
eOnaVn20,fu(n) = f(n)=2"=¢" - 0, dapréslatechnique 3, (/a)nen ne converge pas uniformément vers f sur R &2

2) Stabilité des propriétés des fonctions par passage a la limite

X désigne ici une partie d'un espace vectoriel normé de dimension finie E.

n) Théoréme d'interversion des limites

Théoréme 1 (Théoréme de double Iimith - .

Soit (fu)nen une suite de fonctions de X dans Feta € X.
On suppose que
() Vn € N.li_m In(z) =1, €F.
(H2) (fa)nen converge uniformément sur un voisinage de a dans X.

Alicd la suite (I,,)nexn converge
' by
f admet une limite finie en a

et on a l'interversion des limites :

i di
Jimlim fo(z) = lim T f.(z)

s g

f-{ Remarque 3. }

Ce théoréme reste valable si a = +oc (resp. a = —oo) dans le cas on .Y un intervalle de R n’est pas majoré (resp. n'est

pas minor¢)
Dans la pratique, on considére un voisinage de +co (resp. —oo) de la forme [a, +o00[ ou e, -+o0| (resp. ] = o0, a] ou | - 0o, af)

avee a € R.

Exemple  Pour tout n > 1 et x > 0, on pose [n(z) = %=, comme i Tim Jn(@)=1#0=_lim nlmlm In(x), alors la

)
nizx 00

convergence n'est pas uniforme sur tout voisinage de +oo

b) Continuités

(-| Théoréme 2 (Théoréme de continuité en un point a).)L -—

Soit (fn)nen une suite de fonctions de X dans F et a € X,
On suppaose que

(H,) ¥n € N, f,, cst continue cn a.

(H3) (fn)nex converge uniformément vers la fonction f sur un voisinage de a dans .X.
Alors f est continue en a.

f'ﬁ héoréme 3 (Théoréme de continuité globalo).} —

Soit (fn)nen une suite de fonctions de X dans F et a € X,
On suppose que
(H,) Vn € N, £, est continue sur .X.
(H3) (fn)nexn converge uniformément vers la fonction f sur tout compact de X (ou bien sur .X).

Alors [ est continue sur X.
. 7

Technique 4. —

Soit (fn)nen une suite de fonctions de X dans F et a € X.
On suppase que

(M) Vn € N, f, est continue sur .X.

(H32) (fa)nen converge simplement vers la fonction f sur X et f n’est pas continue sur .X.
Alors (fn)nen ne converge pas uniformément vers la fonction f sur X

Exemple (Oral, CCP)

On pose fn(t) = 222" cos(y/nt). La suite de fonctions (fa)nen converge-t-elle uniformément sur [0; +o0c[? @

n+|

r NN
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Solution
On a fa(0) = 243 . let Vt >0, fa(t) ==t 0, car

n—+

-nt? 2 —nt?
ni2e-nt’ cos(yt)| < e 0

n—++oo
1 sit=0
0 sit>0
Comme f n'est pas continue sur [0, +oo|, alors converge n’est pas uniforme sur [0; +oo[ &

Alors (fn)nen converge simplement vers f sur [0; +oo[ avec f(t) =

c) Intégration sur un segment

On désigne par I un intervalle de R.
On se propose de donner les conditions suffisantes pour que lim / [n(t)dt = / lim fa(t)dt.
n—-+oc I I n—+00

Si, I = [a,b] est un segment de R, on applique le théoréme suivant :

r--(Théoréme 4 (d’intégration sur un scgment).J
Soit (fn)nen une suite de fonctions de [a,b] dans F.
On suppose que

(H1) ¥n €N, f, est continue en [a, b].

(H2) (fn)nex converge uniformément vers la fonction [ : [a,b] — F sur [a,b].
Alors [ est continue en [a,b] et on a

b b
ﬂhl;lw/; fa(t)dt =/, nll’l’.'!’lm Sa(t)dt

AT

p-{ Remarque 4. }

Ce théoréme tombe en défaut sur un intervalle quelconque, comme le montre 'exercice 6 (TD sur les suites de fonctions)

—_—

Exercice 1 | ) ;
e EE— t -1
On pose fn(t) = (£? + 1)t

@ Démontrer que la suite de fonctions (fa)nen converge uniformément sur [0, 1].

1
@ Démontrer que “T / fa(t)dt = 2e — 3.
n—++oc n

Solution

@ Pour tout t € [0,1], fa(t) = (2 +1) ("L“e' + "—j_;c"‘) — (2 + 1)et = f(t), donc (fn)nen converge simplement sur [0, 1
s n—s+oo

vers f.

Pour tout t € [0,1] et n > 1, fo(t) — f(t) = (2 +1 Stelite™t - + 1)"‘—'-'—, donc

ntt n+t

- et—et  2e-13)
[alt) = J0] =28 + D= < 2

Comme (an)n>1 ne dépend pas de ¢ et converge vers 0, alors (f»)nen converge uniformément vers f sur [0, 1].
2 Comme (fn)nex converge uniformément vers f sur le segment [0, 1], d'aprés le théoréme d'intégration sur un segment, on e

déduit : g \
lim / fa(t)dt = / lim f,(t)dt = / (1* + 1)etdt
n—+4oc 0 0 n—+0C 0

Par une intégration par parties, on obtient

1 1 v 1
/(z’+1)c‘dt [(t2+l)(c') dt = [(t2+l)e'];-2/ te'dt
0 0 0

1 1
= 2c-1-2/ l(c‘)'dt=2c—]—2([1(:'];—/ c‘dt)
0 0
= 2e-1-2([te']5 - [¢]y) =2e-1-2(c—(c~1)=2-3 @
d) Dérivation

Considérons la suite de fonctions (f.)nen- définie par Vz € [0, +oc[, fn(z) = \/I + ;l; et [(z) = /x.
Remarquons que :

B o S 6/22
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» Vn € N°, f. est de classe C! sur [0, 40|
» (fo)nerne converge uniformément vers f sur (0, +oc| car :

Vr € [0,400|, |[u(2) = [(2)|= —jpaallrm— ¢ -
Jl +4 1 + \/I- "

Alars que la limite uniforme f n'est de classe C' pur [0, 400 (f n'est pas dérivable en ),
Dot la convergence uniforme de (fa)uex n'est pas suflisante pour garder le caractére de classe C',

Saoit 7 un intervalle de R,

~(Théartme B (Caractire de classe '), ) e— SRS

Soit (fa)nen tne suite de fonctions de I dans F,
On suppeee que

(I1) ¥n € N, [, est de classe C' sur 1.

(H2) (fn)nex converge simplement vers la fonction f sur /.

(H3) (/,)nen converge uniformément vers la fonction g sur sur tout segment de I (ou bien sur ).
Alors [ est de classe C' sur T et /' = g, ¢t on a

Vrel, (..E'i'm I..(r)) = n!iol-?-x: fn(2)

De plus (fa)nex converge uniformément vers [ sur tout segment de I.

\ S

r—('l‘m\nramo 6 (Caractére de classe (“') | : R

Sait ([, )nen une suite de fonctions de 7 dnm F.

On suppose que -
("1)V"CN!..mtdorlmC‘surl. a3y 1a€ds 4
(H2) (fa)nex converge simplement sur 1,

(13) Y3 € [,k =1], (J)nen converge simplement sur 1.
(HA) (f2)nen converge uniformément sur tout segment de I (ou bien sur 7).

Alors 1a limite simple / de (fa)nen est de classe C* sur 7 et on a

()
3 : = li ()
v;€e[0,k]), Vzel, (-.HT«. f..(z)) ...lﬂlx I(z)

De plus V5 € [0,4], (f¥))nen converge uniformément vers fU) sur tout segment de 1.
L 7

@rnllnir« 1 (Caractére de classe Cm
Soit ([, )wen une suite de l’onmons de I dans F.

On suppose que
(Hy) ¥n € N, £, est de classe C* sur I,

(112) (fn)nen converge simplement sur 1.

(13) Vj € [LK], (f))ncm converge uniformément sur tout segment de I (ou bien sur I).
Alors 1a limite simple f de (fu)nen est de classe C* sur I et on a

)
Vje[0,k], Vrel, ( lim I,.(:)) = lim fU(z)
n-—+4 % n-+4oc
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f-('fh(roréme 7 (Caractére de classe C’").}

Soit (fn)nen une suite de fonctions de I dans F.
On suppose que
(FIy) Vn € N, [, est de classe C™ sur I,
(H2) (fu)nex converge simplement sur 1.

(113) Vj € N*, (fY)nen converge uniformément sur tout segment de I' (ou bien sur 7).
Alors la limite simple J de (/) nen est de classe C™ sur [ et on a

, (3)
g1 ; =N (1) (1
VieN, Vrel, (nhl:lx fu(:x:)) = “11’1:130 IV (z)

1I) Séries de fonctions

J &n}ccj }nLl‘n AWt 4y, (,n)tlva“L- CIC—( Q’ (;v\h_ \'Jo.j(.. .'23)

1) Modes de convergences

On désigne par Z Jn une série de fonctions de X dans F.

n>0
C'est A dire pour tout n € N, f,, une fonction de X dans F.

Pour z € X et n € N, on pose S,(z) = Z Ji(z) : la somme partielle d’ordre n de la série Z Fal(z).

k=0 n>0
Notons que (S,).cn est une suite de fonctions de X dans F.

a) Convergence simple

,-(Déﬂnition 3 (Convergence simple).}

On dit que la strie de fonctions Z Jn converge simplement sur X si Vr € X, la sCrie 2 Jn(x) converge.
n>0

Autrement dit : la suite de fonctions (S,)ncn converge simplement sur X.

Dans ce cas, on définit :

n>0

4
e La fonction somme f sur X parVr € X, f(z)= Z Si(x).
k=
o +00
e La fonction reste R,, d’ordre n sur X par Vz € X, R,,(z)__—_ Z Si(x)
k=n+1

\

,—I Remarque 5. F

Pour étudier la convergence simple de z Ja sur X, on fixe r dans X et on détermine la nature de la série z Jnl(Z).
n20

n20

Exemples

Etudier la convergence simple de Z [ sur R dans les cas suivants. ' Bl
@ VneN VreR, ful(z)= .

Soit r € R, 0 < |fn(2)] < |2]. 2 .71y comme la série de Riemann Z a2 converge, alors la série Z |.r| —; converge, par le critére ¢
n>1 n>1

comparaison pour les séries paositives, on a Z | fa(z)| converge, ainsi la série Z fna(z) converge absolument, par suite la séri
n>1 n2>1
Z Ja(z) converge. On conclut alors que Z Jn converge simplement sur R.

nzl n>l

@ Vn e NVr€R, folr) =e~*Vn,

0
. donc la série e~*V™ diverge grossiérement.
+oo s z<0’ "Z%, 8¢ 8

Sirzr>0,0ona h’l'r n?e=*V" — 0, d'aprés le critére de Riemann (Critére de n®), la série Z ~=V7 converge.
n2>0

n-» | oc

Soit € R,siz<0,onae Vn {l 8 Z=
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On conclut alors que Z [x converge simplement sur |0, +oc/.

n>0n

@ VneN ¥reR, [alr) = =0,

Soit r € R,
» ~1)"
Si x > 0, la suite (;':).m est positive, décroissante et converge vers 0, d’apreés le critére spécial des séries alternées, Z ( ",)
n2l
CONVErge.
» l Si I = 0 -
Sizx< ) ] BSE B on (=00 r 0.
Siz<0,on n| —" l ne "::1_ {+oo o' <n,dou ( = )nzl ne converge pas vers
. (- "
Donc la série "z\l - diverge grossi¢rement.
On conclut alors que ) £, converge simplement sur |0, +oo|

n>1

b) Convergence uniforme

Définition 4 (Convergence uniforme)}

On dit que la série de fonctions Z Jn converge uniformément sur X si la suite de fonctions (S, )nen converge uniformément

n2>0
sur X.
[Pmposition g
Si la série de fonctions Z J» converge uniformément sur X, alors la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément

n>0
vers 0 sur X,

Voici une technique pour montrer qu'une série de fonctions ne converge pas uniformément sur .X.

Technique 5.

Si la suite de fonctions (f,)nen ne converge pas uniformément vers 0 sur X,

Alors la série de fonctions 2 Jfn ne converge pas uniformément sur X.
n2>0

Exemple  Etudier la convergence uniforme sur | — 1, 1] de 1a séric de fonctions z ot

n>u
Pourtout z €] —1,1{ et n € N, on pase fo(z) =2z",0ona sup |fa(z)l= sup |z|*=1"=» 0.
r€]-1,1] z€]-1,1] n-*4oo
Done la suite de fonctions (fa)aen ne converge pas uniformément vers 0 sur | — 1,1{, par suite la série de fonctions Z fn e

n>0

converge pas uniformément sur | — 1;1[ @

Gmposition ﬂ

Si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur X, alors la série de fonctions Z Jn converge simplement sur X,
n>0 n20

(Proposition 4.)

On suppose que la série de fonctions Z Jn converge simplement sur X, alors

n20
Z fn converge uniformément sur X <= la suite des restes (R, )nen converge uniformément sur X vers 0

n>0

On a alors une technique pour montrer la convergence uniforme de Z Jnsur X :
n20
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p-{ Technique 6. };

Si ): J converge simplement sur X et il existe (a,)nen une suite ne dépend pas de x et

n2o

Vre X,YneN,

Z /k(f)

kan+l

< a,cta, "_:-:m 0

Alors Z Jn converge uniformément sur X.

n20

Exemple_ Etudier 1a convergence uniforme de z ——l— sur [a,+oo[ pour tout a > 0, puis sur |0, +0c|.
n*
n21
Pour tout x > 0, la suite (25 )n>1 est positive, décro;sszmte et converge vers 0, d’aprés le critére spécial des séries alternées

Z (_n ) converge ct on a

n>l
+oc k n=1
(—1) (-1) = 1

Convergence uniforme sur [a, +o0|

(= l) 1 1
Z < D S e — O

Pour tout = > a,

k=nt1

Comme (an)nen ne dépend pas de z et converge vers 0, d’aprés la technique G, on a la convergence uniforme de Z = l) su

n>1
(a, +oo].

Convergence uniforme sur |0, +oo|

1
Pour tout r €] — 1,1[,n € N on pose fu(x) = ITr,c:mnsuplf,.(:r)l—sup;‘-;=l - 0.
>0

n—++00
Done la suite de fonctions (f,)nen ne converge pas uniformément vers 0 sur 0,400, d’aprés la technique 5, la série de fonction:

Z fn ne converge pas uniformément sur ]0, 4-oc|
n21

c¢) Convergence normale

Définition 5 (Convergence normale).)

On dit que la série de fonctions Z [ converge normalement sur X si la série numérique Z || fnllx converge o
n>0 n>0

vn €N, [|fall = sup |IfallF
z€EX

On a deux techniques pour montrer la convergence normale d'une série de fonctions.

~ Technique 7. }ﬁ

S'il existe (8, )nen une suite ne dépend pas de r et Vr € X,¥n € N, 1fn(2)|lF < Bn et Z 8, converge,
n>0

Alors Y fn converge normalement sur X.
n>0

H\Tvclmiquc 8. ‘h

Pour tout n € N, on étudie la fonction z 7 ¢ (x) == || fa(2)]| £, pour déterminer || fa]lxe = op |l fa(2)]|F, puis on utilise
zE. '

la d¢finition d’une série normalement convergente sur X.
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Exemple  Etudier la convergence normale de la série de fonctions 3~ nre ™" sur X = [0,+00[.

n>1

On pose Vn € N°* Vr € X = [0, +o|, fu(r) = n®re="",
Ona ya(r) = [ fa(x)] = n"2e™™, o est dérivable sur [0, +oo] et Vir € X = [0, +00[, ¢, (2) = n®c""*(1 = nr).

I 0 +00

=

PnlT) -

- (L
;l(r) 0 /——" ""(u) \

0

D’apris le tablean de variations, on déduit que sup || £, (z)||F = sup ¢n(z) = 2n (l) Sl g
sex 1€X n en)~o

Alors z [» converge normalement sur X si ot seulement si, Z

n>1 n>1
gl ot soulement si, a < 0@

oni=a converge (série de Riemann), si et sculement si, 1-a > 1,

(Fmposition .'ﬂ

Si la série de fonctions Z S converge normalement sur X, alors elle converge uniformément sur X,

n2>0

Exemples b

1 Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions Z -H‘ln; sur [a, 4+oc[ pour tout a > 0, puis sur 10, +ocl.
c
n>0
Pour tout = > 1,n € N on poee f,(r) = W{.—.
e Convergence normale sur [a, +oc| avec a > 0.

Vr2a¥ne N, Iln(:)l < .I—f{"—‘ = du-

Comme 3, ne dépende pas de r et g, 2 €™ "% = (7)™ puisque [¢~°%| = ¢~* < 1, alors la série géométrique Z(c“)"
n>0
converge, comme J,, > 0, par le critére d'équivalence, on déduit que la série Z A, converge, d’aprés la technique 7, on
n20

1

conclut que la série de fonctions 2 g

n20

converge normalement sur [a, +occ|, par suite elle converge uniformément sur

10, +2c[.
e Convergence uniforme sur |0, +-of.

ne converge pas

14 ens

On asup|fa(z)| = 5 = 0, d'aprds la technique 5, on conclut que la série de fonctions z
250 & - ”2"

uniformément sur |0, +ocf, par suite ne converge pas normalement sur |0, +oc].
; 1
@ Frndier la convergence uniforme de la série de fonctions Z o3 sur [a, 40| pour tout a > 1.

n21
1 1
Pour tout x > a,n € Non pase f.(z) = 2, on a sup|fa(z)] = sup — = —.
72a r>a n* ne
. : 1 X 1
Comme a > 1, alors la série de Riemann Z .= converge, donc la série de fonctions Z — converge normalement (done
n>1 n>1

uniformément) sur [a, +oc| &

d) Convergence absolue

(Déﬂnltlnn 6 (Convergence nlsoluc).}
On dit que la série de fonctions Z S converge absolument sur X si la série Z [1f2(2)|| r converge pour tout r € X,

~

n>0 n>0
LProposition 6.}
Si la série de fonctions Z S converge normalement sur X, alors elle converge absolument sur X,
n2>0
11/22 T
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Résumons les quatre modes de convergences pour une séries de fonctions dans le schéma suivant :
o it >
——< ;
@m normale > »><  Convergence simple
‘-.~“~—;
e s>

FIGURE 1 - Modes de convergence d'une série de fonctions

Aucume des réciproques n'est vraie et de plus : la convergence absolue (resp. uniforme) n'implique pas la convergence uniforms
(resp. absolue), comme le montrent les exemples ci-dessous :

Exemples
T La série giométrique Y  z” converge absolument sur | — 1, 1{ mais ne converge pas uniformément sur | — L. 1],
n>0
car sup [|=1 -~ 0.
zc]-1.1] n=t-4c0

2 On pase pour tout n € N* et z € (0,1]. fa(z) = (-1)" 53"

Pour z fix¢ dans [0, 1], on pose a.(z) = %2 = :1’ + 4

e Convergence simple :

La suite (an(z))a3) est pesitive, décroissante et converge vers 0, d’aprés le critére spécial des séries alternées, on a la convergenc
de la série )~ (~1)"aa(z).

n>1
On conclut alors que la série de fonctions Z(—l)“a. converge simplement sur [0, 1].
n>l
e Convergence uniforme -

D’apris le critére spécial des séries alternées,
Pour tout = € [0, 1], :
2 1 1 1
+ < + =
(n+1)2 n+1 " (n+1)* n+1
Comme (an)n>1 ne dépend pas de z et converge vers 0, alors la suite (R, (z))nen- converge uniformément vers 0, ce qui prouv
la convergence uniforme de la série Z [ sur [0,1].

n>1

|Ra(z)] € fas1(2)| =

g,

e Convergence absolue : r
P |
Pour z € [0,1], | fa(z)] = 'F+;.[asl~riez;l—2mvuge(dﬁe&Nanmn)maislashieZixﬁwrgw(slﬁedemﬂnann:

n>1 n>1

etda:claslﬁeZI].(r)l di\ﬂg&d'ol'llaséﬁeZlummmgea}nimmummmmhndaio.lla

n>1 n>1

Exercice 2
Fiudier la convergence simple puis uniforme sur tout segment de [0, +oc{ de la série de fonctions

> (2-n(1+2)

n>

Pourtout z > 0et n € N, on pose f,(x) = Z —In (1 + £).
¢ Convergence gimple sur [0, +c|
Sait r > 0 fixé. -
,\uzu'sinaq'drﬂ,lnlloh)=Ix-5}+o{la’),cmnmc£ — O,alorsIn(142) =2~ J540()

n—tm n

Donc fulz) = £ 4+ 0(2), ainsi f,(z) L & =5k

Puisque la série de Riemann Z % converge, alors par le critére d'équivalence, z Ja(z) converge.

nzl n2l

Ainsi la série de fonctions z fa converge simplement sur [0, 4+ x|,

nri

. ™ 12/22
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e Convergence uniforme sur tout segment (a,b) de [0, +oo]

Pour tout n > 1, f, est dérivable sur [0, +oc| et pour tout r > 0
' 1 1 I
= — - = >0
Ja(x) n n+zxr nntz)”

Donc f. est croissante sur [0, +oc|, en particulier Vx > 0, [.(z) > fa(0) = 0, donc [, est paositive.

Alors
sup Ifn(-r)l = Ssup fn(-t) - fn(b)
x€ab] z€|a ]
Comme z Sn(b) converge, alors la série de fonctions Z fn converge normalement (don uniformément) sur [a, b].

n>1 n>1
¢ Convergence uniforme sur [0, +oc|

Pour tout n 2 1, [fu(n)] = 1 = In(2) N I 0, d'aprés la technique 3, la suite de fonctions (f,)n>1 Ne converge pas
uniformément vers la fonction nulle sur [a, b].
D'apreés la technique 5, 1a convergence n'est pas uniforme sur [0, +oc[ &

2) Propri¢tés de la somme

Ici X désigne une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie E et Z fn une série de fonction de X dans un espace

n20
vectoriel normé de dimension finie F.

a) Interversion d'une limite et d'une somme.

Pour tout n € N, on consideére les fonctions [, et f définie sur K par :

@) = 1 ot @)=Y fala)

n=0

A T'aide d’encadrement par des intégrales, montrer que pour tout £ > 0, § < f(z) <z + 3.
On en déduit alors que

-—r0 +oc

: T .

l‘_’:}, E :fn(x) ) F0= E l'_’":)!n(x)
n=0 n=0

Pour permuter la limite et la somme, on applique le théoréme de double limite :

(-ﬁh(_-oréme 8 (Théoréme de double limits).}

SoitZ[,. une série de fonction de X dans Fetae X.
On suppose que
(Hy) ¥ne N, lim f,(z) =1, € F.
E A ]

() Z [« converge uniforrnément sur un voisinage de a dans X.

"= +oC +oc
Alors la série ';Jl,. converge et on a l'interversion de la limite et la somme : xh_!.r: ';,f,.(z) = ”Z-O’h_x’rl fn(z)
i _ y
~ Remarque 6. }

Ce théoréme reste valable si @ = +o00 (resp. a = —o0) dans le cas ou X un intervalle de R n’est pas majoré (resp. n’est
pas minoré)

Dans la pratique, on considére un voisinage de +oc (resp. —oc) de la forme [a, +oc[ ou Ja, +00| (resp. | —cc,a] ou | —oc, af)
avec a € R.

—

f"’ Technique 9. ,L

vn €N, lim fo(z) =l € F.
Si Zl,. diverge

n>0

Alors Z frn ne converge pas uniformément sur tout voisinage de a dans X,
n20

Par conséquent la converge n'est pas uniforme sur X.

13/22
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Exercice 3 ( La fonction zéta de Riemann )

@ (a) Montrer que la série de fonctions L = converge uniformément sur (2, +0ol.

n2l
+00

1
On pose alors Vr > 1, ((z) = E = (La fonction zota de Riemann)
ne=l

(h) En déduire que ’!wnm ((z)=1
. 1
@ La stric de fonctions ) = converge-t-clle uniformément sur ]1, +o0(?

n>1

@ (a) Montrer par définition que ( est décroissante sur |1, +oo[, (donc lnn ((r) existe).
(b) Montrer que lun ((z) =

Pour tout = > 1,n € N°* on pose fu(z) = "L

Solution

® (a) Pour tout r 2 2,0na suplf,.(:r)l =‘suplx' = —12- i =

Comme la série de Riemann 2 . converge, donc la série de fonctions Z — converge normalement: (donc unifor
n> l n> l

mément) sur (2, +oo|
(b) Montrons que 1112-‘&((1) =1

(Hi) OnaVn2 1, fu(@) =n~% = ==, done_lm fu(z)=lp=1 5777
! 0. sin>2

(H3) D'aprés la question précédente, Y * f, converge uniformément sur [2,+oof et [2,+00[ est un voisinage de +oo.

n21
D’aprés le théoréme de double limites, on en déduit que

Jim ((2) = lim }:fn(x) Zx}{glwfn(x) St —

ﬂ—l n=1 : n=1 i

@ Pour tout n > 1, fa(x) B €a=1et z diverge, d’aprés la technique 9, la série de fonctions z ;1; ne converge

n>l n21
pas uniformément sur |1, +o0[. '

@ (a) Pour tout n > 1, f, est dérivable sur |1, +o00[ et Vz > 1, f,,(:c) —':_121 <0, donc ]n est décroissante sur ]1,+oo[.
Soit z,y €]1, +oo[

<y = Vn2>1], fn(y)<fn(-r)

= an y) < Zf..(r)

n=1
= ((y) <¢(@) ,
Donc ¢ est décroissante sur |1, +oc], (done :l'—l’llll‘ ((x) existe). V Fonip-3
(b) Montrons que zl_i’nlx‘ ((z) =
Notons ( = Iim ((z) € [0, +oo]
Pour tout z > l etn>1, = >0, alors

e = 0@

N
PIEES
e n*
En passant 2 limite quand z tend vers 1, on en déduit que

VN >1, Z

nMé

En passant A limite quand N tend vers +oc, on en déduit que

o1
lim -<t
N-a-é»mnzl n -

14/22
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Z—=+oo,dono[—+oo@

n=l

Puisque la série L diverge et A termes positifs, alors lim z

n>l

b) Continuité de la somme d'une série de fonctions

Pour tout n € N, on considére les fonctions f, et f définie sur R par:

Ia(x) = i_:zl.lT.‘t? et f(l‘) = Z!ﬂ(z)

n=0
A I'aide d’encadrement par des intégrales, montrer que pour tout x > 0, 5 < f(z) £+ 3.
Alors -
lim f(z) =2 #0=/(0)
On en déduit que Vn € N, f, est continue en 0, mais f n'est pas continue en 0.

Pour ¢tablir la continuité de la somme "infinie”, on applique les théorémes suivants :

,{Théoréme 9 (Théoréme de continuité en un point a).}
Soit Z Ja une série de fonction de X dans F et a € X.

n20

On suppase que
(Hy) ¥Yn € N, f,, est continue en a.

(H3) Z fn converge uniformément sur un voisinage de a dam X
n20

4+ 5%
Alors z— f(z) = Z fn(x) est définie au voisinage de a et continue en a.
n=()
J

L.

r—(’l’héaréme 10 (Théoréme de continuité glohalc).}
Soit Z fn une série de fonction de X dans F. - ;

n>0
On suppose que ' |
(H,) ¥n € N, f, est continue sur X.

(H3) Z f converge uniformément sur tout compact de X (ou bien sur X).
n>0

4

Alors z+ [(x) = Y fa(x) est continue sur X.

n=0 ’
7

L

Exercice 4 ( La fonction zéta de Riemann ? ﬁ;n(]e

@ (a) Montrer que la série de fonctions
n2l

converge uniformément sur [a, 4+ pour tout a > 0.

+00
-1 n-1
On pose alors Vr > 0, pu(z) = Z (+ (La fonction zéta de Riemann alternée).
n
n=1
(b) En déduire que lim p(z) =1.
Z-v oo
(c) Déterminer le signe p.
2 Montrer que u est continue sur |0, +oc|.

Solution =
L (n) Montrons que la série de fonctions Z -——’—
nzl

Pour tout > > 0, la suite ()21 est pasitive, décroissante et converge vers 0, d'aprés le critére spécial des séries

converge uniformément sur [a, +oc| pour tout a > 0.

— (=1)""!
altermées, L T)'— converge et on a

n>l

’Z’“ 3 ol P L)l (N
Koo R (n+1)*|  (n+1)*
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4o (_l)l_l

.z
k=n+1 k

Comme la majoration ne dépend pas de x et converge vers 0, alors la convergence est uniforme de sur [a, +00.
(b) Montrons que 'Hl'u.o[l(.t) = 1.

1 1
= (n+1)* S (ngl)"

Pour tout x 2 a,

. -l n-1 ] ﬁi =l
e Pour tout n 2 1, .B'l'_,'(‘"—),‘ o s {0 S :: o

—1\n=1
e D'aprés la question préctédente la série de fonctions Z ( ) converge uniformément sur [1,+oo[ (c'est ur

n2l
voisinage de +oc)

D'aprés le théoréme de double limites, on en déduit que

+00 ( l)" 1 +0co ( 1 n-1 400
RO RLI B b T S et V2L Lt
- n=1 n=1
(c) Soit = > 0, puisque u(x) est la somme d'une série alternée, alors le signe de u(z) est celui de son premier terme
(=1)° .

- = 1, donc u(z) > 0.
@ Montrons que ¢ est continue sur |0, +o0].
e Pour tout n 2 1, r +—» L)— est continue sur |0, +ool.

« D'apres la question ® (a), 1a série de fonctions Y  ~——— (1 ) comerge uniformément sur [a, +oc[ pour tout a > 0.
n>1

D’aprés le théoréme de continuité, s est continue sur [a, +oo[ pour tout a > 0.
Par suite eclle est continue sur |0, +o0o| ®

r-Gpplicuti(m 13

~
Soit A une algébre normée de dimension finie et B sa boule unité alors
“+oC
exm (14—1x)"" =) z" est continue sur B.
n=0
too n
e T+ explr) = Zo = est continue sur A.
n=
{ J
¢) Intégration terme A terme sur un segment
On désigne par J un intervalle de R.
+oo
On se propose de donner les conditions suffisantes pour que / (Z f,.(t)) dt = ( / f,.(t)dt)
n=0 n=0
Si, I = [a,b] est un segment de R, on applique le théoréme suivant :
r_Fh(rorémn 11 (Intégration terme A terme sur un sogmcnt)J—

Soit Z fa une série de fonction de [a, b] dans F.
n20
On suppose que
(Hy) Vn € N, f,, est continue sur [a, b].
(Ha,) Z f. converge uniformément sur [a, b].
n2>0

Alors t —» Z £ (t) est continue sur [a,b] et on a I'interversion des signes / et Z :

[ (E)a-5 ()

2o S

Exercice 5

{oc 2=
s It
Sachant que Yw € C tel que |w] < 1, T—lf: = S w™. Calculer pour tout =z € C tel que |z| > 1, l'intégrale / %C.;
n=0 0 -~
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Solution
Ona

1 1.4l 132 e\ _ X e
.--«-"’Zl_v-' ;Z(—z_ '"Z.",Tﬁ

[ e '
3 mrl‘%— -Arh(l n=0

On poso fu(t) = 237 n€ N, t € [0,2x],
e Vn € N, fu est continue sur le segment [0, 2r).

1 n+l 1 n+l
eVneN, [|fullw = ; ﬁI:)lx; lI!..(l)l = (m) , done la série gtométrique Z 1 fnllos = Z (i-_-l) converge, car ;-h <1, pa:
«[0,22 n>0 n20 B

suite la série Z fi converge normalement (donc uniformément) sur le segment [0, 27].
n>0

D'aprés le théoréme d'intégration terme A terme sur un segment,

- 2, (too 300 L2r Lint 400 2x
dt e'nt p: 1 .
-/0 ="'¢'“=,L (Z :"")dt=2/() ;nildt.:z:(:nn_/o e 'dt)

ne=l) n=( n=0
- 2r 8in=0
Pulsquo/ o't ={ _ ., alors
0

0 a1’ ‘
2= + 00 2x + 2
dt 1 i 2r 1 int 27
— = ve— o dt = — —— _"‘ dt =
_/0 z—e't g’(:nrl/o ¢ ) z +’§(:n01‘/0 e g ®
=0

d) Dérivation terme a terme

I désigne un intervalle de R.

f—{'l‘ln(ror(‘.me 12 (Caractére de classe C').} . —
Soit Z Jn une série de fonction de I dans F.

n2>0

On suppose que
(Hy) ¥Yn € N, [, est de classe C! sur I.

(H,) Z fn converge simplement sur I de somme f.

(I3) "iofv‘» converge uniformément sur tout segment de I (ou bien sur 7).
y S 100 . § oo
Aors 2 f(2) = 3 Ja(x) est de classe C' sur [ et Ve € 1, f (z) = (Z !n(:)) =Y fa).
De plus Z In (‘Oll’;:'r.go uniformément sur tout segment de /. . —
. i | |

Exercice 6
On considére la série de fonctions de terme général f, définie par :

Vne N Vr € [0,1], fa(z) =In (1 i@ ’fl) = _‘;_'

4 oc
o z I
On pose, lorsque la série mn\'er.;,o, f(x) = z:l (ln (l + ;) = ;)
D Démontrer que f est dérivable sur [0, 1).
@ Calculer f'(1).
s
Solution .
@ Nous allons démontrer que f est de classe C' sur [0,1].
(#}) Pour tout n > 1, f, est de classe C' sur [0, 1] et
P 1 1 -T
Vr € [0,1], fu(x) = prrries - m

s e 1o : : .
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(H,) Soit = € [0,1].
Six=0,/.(0) =0 et donc Z J.(0) converge.

n2>1

Si ¢ # 0, comme au voisinage de +oo, f,(z) = —51,;'1 + 0(;;17). alors |/n(2)], < 2L"’,, or Z -nl‘- converge donc, par critére de
>1
comparaison des séries A termes positifs, Z fn(x) converge absolument, donc converge. iy
n2l
On en dé&duit que la série des fonctions Z‘_ f converge simplement sur [0, 1], la fonction f est donc définie sur [0, 1].
n>1
(H3) Ona fille = ‘:lllol')l] [fn(x)] < "l,, comme Y "l, converge, alors Y _ f, converge normalement, donc uniformément su
[0,1]. On peut alors affirmer que la fonction f tst';lilclasse C!, elle est do';lzcldéri\able sur [0,1] et on a

+00 +oo
el r/@=3 i@=% (57-3)
n=1 n=1

'Z‘Onaf'(l)=§( : bk = lim i SN = lim J;—l =-1H
14n n Notoo 14n n Notoo \1+ N.

n=1 n=1

rﬁnéoréme 13 (Caractere de classe C").} N
Sait Z fn une série de fonction de I dans F. ' y

n20
On suppose que
(Hy) ¥n € N, f, est de classe C* sur I.
(H,) z fn converge simplement sur I de somme f.

n20
(Hs) Vj € [1,k=1],) f9 converge simplement sur I.
n>0
AN I com'crge—uniformémcnt sur tout segment de I (ou bien sur T).
= +00 400 €)} 420
Alors z+ f(z) = an(-r) est de classe C* sur I et Vj € [0,k],Vz € I, fU)(z) = (E f,.(z)) = z_f'(;')(;)_
De plus ¥j € [0, k]'::-oZ I converge uniformément sur tout segment de I. = "
n>0

[Eorollnire 2 (Caractére de classe CE
Soit Z f» une série de fonction de I dans F.

n>0
On suppaose que
() Vn € N, fn est de classe C* sur I.
(H2) z fn converge simplement sur I de somme f.
n2>0
(Hy) Yj € [1,K], Z JY) converge uniformément sur tout segment de I (ou bien sur I).

n>0

+20 +occ 0) " 4
Alors z = f(z) = Z fa(x) est de classe C* sur I et ¥j € [0,k], vz € I, fU)(z) = (Z fn(z)) - Z SO ().
=0

n=0 n=0
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f@h(:oréme 14 (Caracteére de classe C"’ﬂ
Soit Z Jfn une série de fonction de I dans F et k € N*.

n>0
On suppose que
(Hy) Yn e N, f, est de classe C> sur I.

(H2) )" fu converge simplement sur I de somme f.
n>0

(H3) Vj €N, Z fY) converge uniformément sur tout segment de I (ou bien sur I).
n>0

00 G)
Alors - (1) = Z Jn(x) est de classe C® sur T et Vj e N¥r € T, fO(z) = (Z !n(z)) Zf"’(x).

n=0 50 0

.

Exercice 7 ( Fonction wnl de Riemann )"
On pose Vr > 1, {(z) =

n’
=1

® Montrer que ¢ est "de classe G sur ]1, 400
@ En déduire que ¢ est strictement décroissante et convexe sur |1, +oo.
@ Donner la courbe représentative de ¢ sur ]1,+o0[.

Solution
Pour tout = > 1 et n > 1, on pase fn(z) = =.
® Montrans que ¢ est de classe C> sur |1, +oo|.
e Pour tout n > 1, f, est de classe C* sur |1, +o0[ et

(=In(n))’

n*

¥j e N°,vz >0, fY(z) =

. z fn converge simplement sur |1, +oo].
n>1
e Soit [a,b] un segment de ]1, +ocl, alors

(= ln(n))’

(ln(n))" o (In(n))?
n* e ~< T

VjeN,VxG[a,b},I )(z )| . 8

Puisque (8,).>1 ne dépende pas de x et Z B,, converge, car §3,, =0 ( n—'$), alors Z 1Y) converge normalement (donc

n>1 n>|
uniformément) sur [a, b].
On en déduit alors que ¢ est de classe C™ sur ]1,+oc| et on a

Vj € NVz > 1, (V(x) = ZM

n=1

, ‘°°—ln(n)
@ OOnaVJ:>1.((1')=ZT

n=1

< 0, donc ¢ est décroissante sur |1, +ool.

i = (In(n))?
eOnavr>1,( (z)= _s_ ———— >0, donc ¢ est convexe sur |1, +oo|.
n*
n=1

® On a vu que linlg ((z) = +oo et lnn ((1:) =1let((2)= 50—
Dol la courbe représentative de C sur ]l +oof :

Application 2.}—

Soit A une algebre normée de dimension finie et o € A alors
+oc
L% :
syt eg(t) = Z ;a" définie sur R et est de classe C et Vk € N, ¢{(t) = a* exp(ta) = exp(ta)a*.
n=0 """
oVt s ER, €alt + 5) = ea(t)eals) = ea(s)ea(t).

” } A e WESES N0V
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e e

) . FIGURE 2 - La courbe représenta
1} {3\‘._(‘ 'J“Lh)_‘;ﬁu_',f . t_\:l-(_n:f . .
‘) ! "l-c.l, “ Lv" "V'.'_'.t(.., “—CJIQN’L e‘\zﬂ, Q?)
ITI) Approximation uniforme
1) Rappels

Définition 7 (Subdivision). } e %

o On appelle subdivision de [a,}] toute suite ¢ = (24)ocic finie strictement croissante telle que =5 = a et =, = b,
e On appelle pas du subdivision e, le réel positif 6(0)5.’1:1.\1_.(:... - 23)

Exemple (Subdivision régulicre) Une subdivision ¢ = (11 Joct<a o5t dite régulidre si Yk € [0.n - 1] 24,y - 72 st constante.

Dans e cas, on a ¥k € [0,n], xa =a+kt2. @

Définition 8 (Fonction en escalier). }
Une fonction f : [a,8 — F est dite en escalier 871l existe ¢ = (Ti)oci<n tme subxdivision de [a ] telle gue pour tout 1
keo,n-1], festconstante sur intervalle ouvert |23 — zisy|

Ex.qm:_lg_ La fonction partie entidre est en escalier sur tout segment de R B

Définition 9 (Fonction mnrwmmx&.]
Une fonction f : [a,b] — F est dite continue par morceaux sur [a, b) 81l existe ¢ = (£ )oca <o une subdivision de (o, b telle ]
que |
ek e [0.n—1], [ est continue sur lintervalle ouvert |z, — 2asyf. l
o ¥k € [0.n — 1],/ admet une limite finie A droite de 2,

o Yk € [1,n], f admet une limite finie & ganche de >, J

Exemple  Toute fonction continue sur (o, B est eontinue par morceanx s (2.4 8

2) Approximation uniforme par des fonctions en escaliers

Thiordmr 15.}
Sait f : |a. b — F une fonction continue par morcean sur [e, 8. Alors
Pousr tost ¢ > 0, il existe ; : [a, b — F une fonction en escalier telle que ¥z € [0, b, |If(z) — ¢(2)llr < e

ST

Preuve : (Ftapes de la démonstration)
1. On suppeose que [ est continne (o, b].
(a) Sait 2 > 0, verifier qu'll existe o 5> 0 tel que Yz, y € [a U, |z — gl < a = ||f(2) - fiy)il < e.

. X - wm ) s
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(1) Soit @ = (r1)o<i<n une subdivision régulitre de [a,b] tel que n > =2, On définit la fonction en escalier ¢ : [a,b] — 2
par Yk € [0,n = 1).Y1 € [z, mani ], () = [f(z0) et ¢(b) = f(b).
Maentrer que ¥z € [a,b], [|f(z) - ¢(2)||lF < e
2. Prouver le théoréme, si f est continue par morceaux [a, b] &

Corollaire 3.

Sait f : [a,b] = F une fonction continue par morceau sur [a, b]. Alors il existe (¥n)aen une suite de fonctions en escaliers
sur [a,b] dans F qui converge uniformément vers f sur [a, b].

Preuve : Tl suffit d"appliquer le théoréme préofdent, pour £ =

r{:Applimticm 3 (Lemme de Dt-b(sgue).)L
Sait f : a,b] = F continue par morceaux, alors

Jim /.c'“f(t)dt=0

"Classique, vous devez savoir le démontrer”

Preuve : (Etapes de la démonstration)
1. Montrer le lemme de Lebesgue si f est en escalier sur [a, b).
2. En utilisant le théoréme 8, montrer le lemme de Lebesgue si f est continue par morceaux sur [a, )]

Exercice 8 (C’est classique, vous devez savoir le démontrer) N
Sait f : [a,b] = F de classe C*, A1'aide d'une intégration par parties, démontrer le lemme de Lebesgue AHT / Mf(t)dt=0 G
-t 400 a

Solution
Pour tout A > 0, t — ¢** et f sont de classe C' sur [a,b], par une intégration par parties :

/n (e f ("”) f(t)dt

IM b .
[—f() 5 [ s
llb _cu\a a b e
L SO0 L g

i\
/‘C.MI(‘)‘” < ml_:;lf(_a)l T %f‘lfl(l)ldl = —

b
o M = |f(b)| +|f(a)] + / |f (t)]dt est une constante indépendante de A, on en déduit alors que J\-léx'nac f '“j(t)dt 0or

Alors

3) Approximation uniforme par des fonctions polynomiales

(Théorémn 16 (de Stone-Wei e'rstr:xcs)1

Sat f : [a.b] = C une fonction continue [n b. Alors
Pour tout « > 0, il existe P : [a, b = C une fonction polynomiale telle que ¥z € [a,b], |f(z) - P(z)| < .

Preuve : Voir CNC 2016 @

Sait f : [a.t] = C une fonction continue sur [a,b]. Alors il existe (P,)nex une suite de fonctions polynomiales sur [a, ]
dans C qui converge uniformément vers f sur [a.b].

. ——
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Preuve : 11 suffit d'appliquer le théordme précédent, pour € = ;15 6

n-+

Applieation 4.}

13
Soit [ : [a,b] = C continue, telle que ¥n € N, / " f(z)dx = 0, alors [ est nulle.

Preuve :

L
1. Montrer que VP € R[X], / P(z)f(z)dz = 0.

a
2. En utilisant le corollaire précédent, montrer que [ est nulle
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Donc la convergence est uniforme sur [0, +oo|.

+oo
B / lim_ fu(t)dt =0, car lim_fu(t) = J(t) = 0.
) » 4+ o0

n—+-4

+4-00
» Pour tout n > 1, on pose I, = / Ta(t)dt.
0
Par une intégration par parties

400 gne—t 400 yn ne-t] T +o0 yn—1,-t
I, = / ' dz——/ —(0—') dt = — e _/ —
0 n! n! . 0 (n-1)!
N
=0

+o0 ln-—lc—!
= —dt=1,_
/o (n—1)! :

+ 00
Donc (In)nen est constante, par suite Vn € N, I, = Ip = / e tdt = [—c“]:“’ =1.
0

+oo
Ainsi “HTN/D Ja(t)dt = "kTm I, =
D’ou
+oo +o0 e
lim fa(t)dt=1%#0= / ux;_x fa(t)dt
0 0 =400

1= 400

Vn € N, fn est continue sur [0, 400
@ On a (fn)nn converge uniformément sur [0, oo

i i , on en déduit alors que le théoréme d’intégration n’est p:
s Tn(t)dt # / i 7o ()
0 0 n—++4o00

n—++4o00
valable sur un intervalle quelconque.

b) Intégration sur un intervalle quelconque (Théoréme de convergence dominé)

Théoréme 2 (de convergence dominée).}

Soit (fn)nen une suite de fonctions de I dans C.
On suppose que

» ¥n € N, f,, cst continue continue par morceaux sur I.
» (fn)nen converge simplement vers f sur I et f est continue par morceaux sur 1.

» Hypothése de domination : 3g : I — R™ continue par morceaux, positive ct intégrable sur I, telle que Vn € N,
vt € I, |fu(t)] < g(t).

Alors pour tout n € N, fa ct f sont intégrables sur I et on a

nli.;-lm_/,f"(t)dt=_/,n£xfm Ta(t)dt

\

Exercice 2 (Intégrale de Wallis) 3
On appelle intégrale de Wallis I'intégrale suivante :W,, = / sin™ (t)dt pour tout n € N.

0
D Montrer que la suite (W,)nen décroissante, en déduire qu'elle est convergente.
@ Montrer que lim W, = 0.

n—++00
Solution 3
D VneENW, - Whi1 = / sln"(t)(l - sin(t))dt >20,et W, = sin™(t)dt > 0, donc (Wn)nen décroissanm

0
>0
ct minorée par 0, par suite elle st convergente.

2 On pose Yn € N,Vt € (0, 7], fn(t) = sin"(t).
» YneN f, est mntmuo sur [0, 21

g = et f est continue par morceaux.
1 sit = 2

— - LR
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> Vn € N,Vt € [0, 5],1fa(t)] = |sin™(t)] < 1 = g(t), et g est continue, positive et intégrable sur [0, T
D'apreés le théordme de convergence dominé, on a

3 B
lim W, = lim / sin"(t)dt =/ Jdt=0 @
0 (i

n-+»+4o00 n—+ 400

Exercice 3 (Intégrale de Gauss)

L'intégrale de Gauss est définie par .-.-".u.
[\

. fisny -2 \/ ™
D Montrer que l'intégrale de Gauss est convergente, on admet que e " dt= o,
0

vn 1\"
2 Montrer que  lim (1 — —-) dt = —\/f
n—++oo Jo n 2
Solution
D f it e est continue sur [0, 4+-0co[ (donc le probléme se pose en +-00), comme t2 £ (t) e 0, alors f est intégrabl
-+ oo

+ 00
sur [0, +oo[, en particulier / et dt est convergente.
0

RN
2 On pose Vn € N* VL € [0, +oo[ fa(t) = {(1 ..) si t €[0,v/n]
0

sit>n
» Soit n € N* f, est continue sur [0, +oo.
» Soit t € [0, 400 fixé, comme /11 —3« +o00, alors 3ng € N,Vn > ng,/n > t.
n

_‘,lu(l-d)

Par suite ¥n > no, fn(t) = (1 - —) =e - sits#0doncfu(t) = f(t)=e "

Do (f,,) converge simplement vers f sur [0 +oo[ et f est continue sur [0, +oo[
» Soitn € N" et t € [0, 4o0|.

Si t € [0, /7], on sait que Vu € R,1+u < e¥, donc 0 < 1 — & < =%, d'oit fu(t) = (1 = §)" <e?

Sit> n, fu(t) =0< e~ ainsi Vt € [0, 400, |fn(t)] = fn(t) < g(t) = e~ et g cst continue, positive ¢
intégrable sur [0, 4-co].
D’apreés le théoréme de convergence dominé, on a

v 12\ " ’ 400 400 +o0 o
Jim [T (1=5) a= im [T @ [ roa= [Teva s

Exercice 4 (La fonction Gamma) Yoo
On définit la fonction gamma par : Yz > 0,T(zx) = / i ! ¢
0

4 Montrer que ' est bien définie sur |0, +oo|.
n

B 3 n
2 Montrer que pour tout > 0, lim / P (1 - ;) dt = I'(x).

n—+0o0 Jo

Solution
D Soitx > 0, f:t— ™" Te~*t st continue et positive sur ]0, 4-0o[ (donc le probléme se pose en 0 et +00).
» Au voisinage de 0 :

1

dt

f(z) ~ t*=' = 4lo puisque l'intégrale de Riemann, / 1= converge (car 1 — = < 1), par le critére d'équ
-0+ 0

1
valence, l'intégrale / J(t)dt converge.
0

» Au voisinage de 400 :
+o0 +oo
comme t? f(t) b 4 0, alors / J(t)dt converge, par suite / S(t)dt converge.
—++400

: t=-1(1-£)" s t€jo,n]
2 Pour tout n € N* et t €]0, 4o00[, on pose fnu(t) = 0 et

» Soit n € N* f,, est continue sur ]0, +oof.
» Soit t € [0, +o0[ fixé, comme n R +oc, alors 3ng € N,Vn > ng,n > t.
n oo

In(1—4)
-t
Par suite ¥n > ng, f(t) =t~ (1 - %)" =gx=le -X
Donc falt) ot ) = t*='e~", d'od (fn) converge simplement vers f sur ]0,+oc[ et f est continue st

10, +oc|.

2y
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» ¥n € N*,Vt €]0,+o0|.
Si t €]0,n], on sait que Vu € R,1 + u < e, donc 0<1-%<e" =%, d0) fa(t) = -1 (1- ‘)" < Pt

Sit>n, fu(t) =0 < t*"1e~*, ainsi Vt €]0, +oof, lfn(t)l = fa(t) S g(t) = t*'e~! et g est continue, positive
et intégrable (d'aprés la question précédente) sur )0, +-oof.
D'aprds le théoréme de convergence dominé, on a

n n +co oo +oo
lim gt (1 - i) dt = lim Fn(t)dt = f F(t)de =/ t™le~'dt =T(z) ®
ll-0+ oo Jo 0 0 (1]

n n—+400

2) Généralisation du théoréme de convergence dominé

St {A s ey o
(z,t) = f(=,t)

Pour x € A, on pase (lorsqu'il existe), F(z) = /f(:t, t)dt
I

r—(l‘ héoréme 3 (de convergence dominé généralisé).}—

Sait a € A. On suppose que
> Vz € A, t— f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.
» Vtel, :l_u_g‘ f(x,t) = £(t) on £ est continue par morceaux sur I,

» 3g: I = R, continue par morceaux et intégrable telle que V(z,t) € V(a) x I, | f(z,t)] < g(t) avec V(a) un
voisinage de a dans A.

Alors t — £(t) et t — f(x,t) sont intégrables sur I ct litn /f(:z:,t)dt = / lim f(z,t)dt
=40 ’ I =4

5 . i
Exemple Vérifier que lim e~ ="dt=0.0

r=—t400 0

Solution
On pose V(z,t) € R x [0, 3], f(=,t) = e—=e".

Remarquons tout d’abord, f (:t, 3) = e~ ** n’admet pas de limite en +o0, pour cela, nous allons appliquer le théoréme sur
I'intervalle d'intégration [(J :

» Vx €R,t = f(z, t) est continue par morceaux sur (0, Z[.
» Ona|f(z,t)] = |e~=costlgi(==sin(t))| = g==cos(t) donc f(x,t)

(0,3
> V(x,t) € [0,+00[x[0, Z[, [f(x,1)] = e~=*() <1 = g(t) et g cst continue, pasitive et intégrable sur [0, Z.

—  £(t) = 0 et £ cst continue par morceaux sur
r—++oco

D aprés le théoréme de convergence dominé généralisé, on a

3 5 3 y 3
limm e~ dt = / ( lim e™*¢ t) dt = /2 L)di=0 R
z—+o0 fg 0 Tr—++00 0

Exercice 5 (Transformation de Laplace)
Soit f : [0, +oo[— C continue sur [0, +oc telle que pour tout = > 0, t — f(t)e=t est intégrable sur [0, 4+-oo[, on pose

F(zx) = /0'+°° F(t)e™=tdt

F est appelée 1a transformde de Laplace de [
1 Montrer que F(x) _.+m 0.
2 On suppose que f(t) ‘_’—+>m £ € C, montrer que si £ # 0, alors F(z) ~

=
z—0+ T

Solution

T Pour tout t > 0et x > 0, on pase f(x,t) = f()e™",
» OnaVz > 0,t— f(z,t) cst continue sur [0, 4-oo|.

> f(=,t) 2 _L(t)= J(0) sit=0

ct £ cst continue par m QUX ¢ .
e D S0 ps orceaux sur [0, +oc|

- 2,? - —
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» Vz > 1,Vt > 0, |f(z,t)] < |f(t)|e”* = g(t) et g est continue, positive sur ]0, +oco[, comme tout = > (

t — f(t)e~* est intégrable sur [0, +-oo[, pour £ = 1, on déduit que g est intégrable sur [0, +oo|.
D’aprés le théoréme de convergence dominé généralisé, on a

+o0o +oo
] o H -zt s =
zhl_:_l F(z) = /n (: hT f(t)e ) dt = /0 £(t)dt =0

@ Montrons que F(z) ~ £
=0t
+occ

) +oo
OnazF(x) = :r/ f(t)e ='dt / bi (2) e “du = / b (i) e 'dt Pourtout z > 0ett > 0,0
0 u=xt 0 T 0 ~
pase f(z,t) = f (L) e tdt.

» OnaVz > 0,t— f(z,t) est continue sur [0, 4oo].

f(0) sit=0 :
> f(z,t) .M £t) = o= sding = € est continue par morceaux sur [0, +oo|.

» Vx> 1,Vt > 0, comme f cst continue sur [0, 4-co[ et admet une limite finie en +oo, alors f est bornée sur [0, +c0
alors | f(x,t)| < |f(t)|e™* < Me™* = g(t) (ot M = sup|f(t)| < +o0) et g est continue, positive sur [0, 400
>0

comme tout A = —1 < 0, alors g est intégrable sur [0, +;o[.
D'aprés le théoréme de convergence dominé généralisé, on obtient

lim 2F(z) = /o i (z lim_f (é) e-‘) b /0 = eyat = £(0) /o +°°_ e~tdt = £(0)

~ Ix
z

—0t

Comme £ 3 0, alors zF(x) i £(0), soit F(x)
T x

3) Intégration terme a terme d’une série de fonctions

+oo +oo
On se propose de donner les conditions suffisantes pour que / (Z f,.(t)) dt = z ( / f,,(t)dt)
I 1 .

n=0 n=0

a) Intégration sur un segment (Rappel)

On considére (fn)nen une suite de fonctions définies sur un segment [a, b], A valeurs dans un espace vectoriel normé d
dimension finie F. —

K—(Théon‘_me 4 (Intégration terme A terme sur un segmc::nt)jJ

Sait Z Sn une série de fonctions définies sur un segment [a, b] dans F.
On suppaose que

» VYn € N, f,, est continue sur [a, b].

> Z fn converge uniformément sur [a, b].

+oco b [/+oo +oo ’
Alors t — Z Fn(t) est continue sur [a, b] et on a/ (Z f,.(t)) dt = Z (/° fn(t)dt)
n= 8 \n=0 y n=0 \"°
" 0
~ Remarque 2. L,

| Ce théoréme tombe en défaut sur un intervalle quelconque.

Exercice 6
Sachant que Vw € C tel que |w| < 1, 2= =

z —eit
n=0

+o0 2 dt
Z w™, Calculer pour tout z € C tel que |z| > 1, 'intégrale /
0

Solution

e +oo o\ T oo  id
On a ;. —] l;' P—t l e.t —_— 3 C‘“t
Z—ab ' = E —_— —
31—'—-. "l :.|= 'I <1 z =n+l

. n=0 n=0
On pose f,(t) = 51 mENte [0,2x].

> Vn €N, f est continue sur le segment [0,27].

-
-~
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» ¥Yn € N,¥t € [0,2x],|fa(t)] = (m)"+ = B, or Bn ne dépend pas de t et la série glométrique Z B, converge.
n2>0 -t
c,
car r:—| < 1, done la série 2 J. converge normalement (done uniformément) sur le segment [0, 2], sitive
n>0
D'apres le théoréme d'intégration terme A terme sur un segment, on obtient

e /’“( P )

an .
. 2r sin=0 2w
Puisque / '™t = /
ey A YD

u'll

n=0

+oo  .2m _int
27 e 2x
°—e“- o, il / :"*“dl: z B
n=1

n=0 20

b) Intégration sur un intervalle quelconque

On considére (fn)nex une suite de fonctions définics sur l'intervalle 1, A valeurs dans C.

Théoréme 5 (Intégration terme A torme) -} 1

Soit Z JSn une série de fonctions définies sur I A valeurs dans C.

On suppase que
» ¥n € N, fn est continue par morceaux sur I et intégrable sur I.

> Z S converge simplement sur I de somme f continue par morceaux sur I.

» La série Z/ | fn(t)|dt converge.

{ Alors f est intégrable sur I et / (Z ]..(t)) dt = (/ f,.(t)dt) : J
n=0 n=0

Exercice 7 +oo 1 2

On admet que z = %

+ oo
Sachant que Vx €] — 1,1, 1_12 . Z e

n—O

® Montrer que f : ¢t

-l
+ 0o t ﬂ:

D ue dt = —.
Montrer q /(; P s

» au voisinage de 0 et +o0).
» Au voisinage de 0 :
ona f(t) =+ 1, donc f est prolangeable par continuité en 0, par suite f est intégrable sur ]0,1].
t—

» Au voisinage de +o0 :
onat?f(t) g 0, donc f cst intégrable sur [1, +oo[.
On conclut alors que f est intégrable sur 0, +o0|.
+oo
Z te *(e™")" Pour tout t > 0 et n € N,on pose fu(t) = te=(n+1)t
n=0

te™"*
1-e~" ear |r"|<l
» Soit n € N, f, cst continue sur |0, +oo.
» Soit t > 0, fixé, d'aprés ce qui précdde, la série Z te=("+1* converge et sa somme f(t) = ==, ainsi z In
-~ n>0 n>0
converge et sa somme f continue sur ]0, 4-o00[. &
» Soit n € N, par une intégration par partics

+ o0 + oo +o0 c-(n+1)( !
/ | fn(t)|dt / te~ ("t gy =/ ' [ ekl T
. 0 0 n+1

=(n+1)t 1 400 1
e + / e—(n+l)t L O 1
L ] (2 n+1Jy (n+1)32
. o —_—

2 Onapourtoutt > 0 75 =

~~

= =
= Z_f ]f“\t\\&t v : .
N ke [ hoan T

2D )
a2
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