Suites et Séries de fonctions

Dans tout ce chapitre, on considére E un e.v.n de dimension finie, A une partie non vide de E et (F,||.

I) Suite de fonctions.

&, Convergence simple

Soient (fa)new une suite de fonctions de A vers I et f une fonction de
de A vers F. On dit que (fu)nen converge simplement vers f sur A et
on note C.S si

Vae A, im fulz) = f(z). =

n—+o0Q

VzeA Ye>0 Ing(z,e) €N; Vn 2> ng || fu(z) - fz)| <

%, Proprietés

1) Soit (fn)nen une suite d’applications linéairesfde
conver, ement vers f, alors f est une applicagjon lingaire.
2) Soit {J,)ne s une suite de fonctions croissghte§) (r croissantes)
d’une partie /1 de R dans R qui converge si 7@ vers f, alors f est
croissantes (resp. décroissantes).
3) Soit (fn)new une suite de fonctiop§ convexes d’un intervalle 7 de R
dans R qui canverge simplement vers falors ¥ est convexe.

“¢*Remarque
| La convergence Simple ne conserve pas la continuité.

<

de dimension finie.

Exemple.
Pour la suite de forfcti &
VYn € N, f. est_contin (Sl

donnée par ; "
N 01
= RO 2 0 |

nvergence uniforme

oiet)t (fa)nen une suite de fonctions de A vers F et f une fonction de

ers F. On dit que (fa)nen converge uniformément vers f sur .4 et
on note C.U si

: fa(z) = 2"Vz € [0,1).
converge simplement vers la fonction f

, V e>0 3ng €N tel que Vn > ng(e) |fu(z) — f(z)ll <¢, Vz € A

Remarque

1) 11 s’ensuit immédiatement A partir de la définition que si la suite (f,.)nen

converge uniformément vers f sur A, alors elle converge simplement vis f
sur A, C.U=C.S
2) La réciproque est fausse

% Proprietés
Soient (fu)nen €t (gn)nen deux suites de fonctions de A vers F et L9
deux fonctions de A vers E et )\ € K.

fn CU versf surA
i) Si { et

alors Af,, + g. CU vers Af + g sur A.
gn CU vers g sur4
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Exemples
fn CU versf surA , 1) fa(z) = =" avec aum [0,1.
ii) Si et fxC§ 0 et fa(1— =) -» 0. Dol ne converge pas uniformément vers (
g est une fonction bornée de A dans K sur [0, 1] b

alors gf,. CU vers gf sur A.
iii) Soient (fn)aen une suise de fonctions de A vers F, f une fonction | 2) 9n(€) =
de de A vers F.

les fonctions f, sont bornées a partir d’un certain rang c=0|.mv 2 sur

Siq et vers 2 sur

sin(nz)
1+ n?z

-» 4. D’oil g,, ne converge pas uniformément

orme, Limite et Continuité

fa CU versf surA '
alors f est boraée sur A. Conv omp/!
Critéres de convergence uniforme @% me de'la double limite
oic
N )<

(fa)nen une suite de fonctions de A vers F, f une fonction de de

4, Propositior: 3 Fetacd
Soient (fn)nen une suite de fonctions de A vers F, f une fonctionde de ! ) ¢ W_uw Ju(z) = Iy existe dans F
A vers F. =

IngeNtq Vn>ng, fo—f o(fa)nen converge uniformment versfsurAou bien sur un voisinage dea

fn CU versf sur A SSI { >t
| fo = flle = sup||fu(z)

eLa suite (I,)nen converge dans F

z€A alors
cad. st )= M by T Win duler) = i i o (2)
3 :os Yn>ng, f.—f € B(AE) pour la norme
- lloc! Remarque
T 1) Si A =R le théoréme est appliquable pour a € RU {£o0}.
%uﬁdﬁb&n#ﬁ. 2) Le théoréme de la double limite est utile aussi pour monirer q’une suite:
Soient (fa)nen une suite de fo @ 5 de A\gers une fonction de A | de fonctions (fn)nen ne converge pas uniformément sur une partie A.
vers E tels que f, CS vers f. Exemple

S'il existe une:suite (z,,) d’éléments de A telle que fu(z,) — f(za) # 0, | 1) fu(z) = z" avec z € [0, 1[.
alors (f,) ne converge pas uniformément vers f sur A

(Car : __\a,m.n:v — f(zn)| < sup;eq fa(zn) — .\HH:V. )

2) fa(x) = arctan(nz) avec z €]0, +oo.
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¥, Théoréme de continuité

A vers F.

oVn € N, f, est continue surA
Si g
o(fu)ncn converge uniformment vers fsurA
ou bien sur tout compact inclu dans A
continue sur A.

Dérivabilité de la fonction limite.

Dans cette partie, on suppose que A = I un intervalle non vide de R.

%\ Théoréme de dérivabilité

Soient (fn)nen une suite de fonctions de I vers F' et f une
de I vers F.
( o¥n €N, f, estde classe C' surl O
Si A o(fu)nen converge simplement ve 6 .

o(f})nen converge uniformment g surl,
| ou bien sur tout segment i dans

of est de classeC'surl
(fa)nen converge unifo t ve
alors ¢ sur tout segment inclu da

Vzed, f'(z)=g)

) 4

Soient (f,)nen une suite de fonctions de A vers F' et f une fonction de

alors [ est

-~

\ﬂ.

N

1ction de

% Corollaire 1
Soient (fn)nen une sujte de fonejons de / vers E f une fonction de de
I vers E, pe N*

( eVn , classe C? sur I

erge simplement vers f surl

s <n,( ,A.sv:mz converge simplement vers g surl,

(r)

n

Jne¥ converge uniformement surl,
(ou bien) sur tout segment inclu dans 7,

[ of est de classe CPsurl

wWO0<k<n, ( ~._sv=m2 converge uniformement

alors ¢ :
sur tout segment inclu dans dans/

(| Vzel, fO)=g@)V1<k<p

.%\Ooﬂo:mmnm 2

Soient (fu)nen une suite de fonctions de A vers F' f une fonction de de
I vers F,
(eVn € N, f, est de classe C* sur I

o(fn)nen converge simplement vers f surl of est de clas
Si < alors
ovp € N, (fP)nen converge uniformement sur, wzxel, fk

| (ou bien) sur tout segment inclu dans I,
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4, Théoréme I}

Soit (fu)n € N une suite de fonctions de [a, b] —» E.
oVn € N, /, est continue sur [a, b] y
Si
eLa suite (f,) C.U sur [a,b] vers une fonction f

o f est continue sur [a, b

.:.Wmlﬂ.....—oc .\L. .‘.:AHVRH = .\: :.Mmumw.—.oc .\.:AHvRH = .\.v.\.ﬁavﬁuﬂ

alors

-~

Cas d’un intervalle quelconque

~

%, Théoréme de convergence dominée(T.C.D) |

Soit (fn : I — I ), en une suite de fonctions continues par morceaux.

([ eVn € N, f, est continue par morceaux I

.

eLa suite (f,) C.S sur [ vers une fonction f

gil*® f est continue par morceaux sur [.

eIl existe une fonction ¢ : I —» R continue par morceaux, positive
et intégrable sur I(ne dépend pas de n ) telle que
| VneN, [fu(z)] L p(z), Vo €1

(eVn €N, f, est intégrable sur [

o L e [ est intégrable sur I (|f(x)| < ¢(z),Vz € 1.)

e lim

..l..18.\~\=?v;&. =

lim fu(z)dx = \\, z)dx

bi n—-+oc

-

Exemple 0 TOEL el

1) Trouver

_. +2:Z:A:v \
:.
:Iu_ﬂoc.\c. : “+ @ v

.ﬁn\ﬂ_.moaz.m de convergence dominé généralisé

Soit (fy : I = IK)xes une famille de fonctions continues par morceaux

et a €.
oV € J, [y est continue par morceaux sur J

oVl € I, _m_p.._.bs ="f(£)

Si 4 e fest continue par morceaux sur 1.

oIl cxiste une fonction v : T — R continue par morceaux, positive
et intégrable sur 7 telle que VA€ J, [fA(z)| £ p(z), Vz €1.

~ 4

[ eV € J, f) est intégrable sur I

e f cst intégrable sur I

alors <
ohﬁf\\»? )dz = \»rl:._a.? )dz = \:HKH
Exemple
Soit, f : [0, 4+00[— C continue telle que Vo > 0, t +— f(t)e™ est inté-
_ +o0
grable sur [0, +-00[. On pose F(z) = \ f(t)e ™ d
0

Montrer que H.Wm_wa F(z) =0. b
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‘9‘Remarque imprtante i

Pour montrer qu’une suite de fonctions M fn ne’ converge pas
. . n>0
uniformment sur une partic A, on pourrait montrer I'un des résultats

suivant :

o sup |fu(z) = ()] 0. o ¥ 2.0\ o |
zCA :

e Il existe une suite (z,) d’éléments de A telle que f, ?.:v T d Aazw

0.
eVn €N, lim f,(z) = I, existe dans £ m _

I—a

mais La suite (In)nen diverge ou bien lim lim f,(z) # lim lim f.(z)

I—a n—oo n=co0 r—a |
\

e Vn €N, f, est continue surA, mais la fonction f n’est pas

nue sur A. .
e Vn € N, f, estcontinue surfa,b], mais
. ,
\ lim f,(z)dz
a :ll.lg

Théorémes d’approximati

% Fonction en escalier
Soit f : [a,b) — E. On dit n eseglier s’il existe une subdi-
vision ¢ = (ar)o<k<n de [a,b] Yc 2 = (ax)d<r<n st une famille de
réelles stictement croissante entre a et b avec ap = a et a, = b) telles
queV0<k<n—1, Sijax.axsal = Ak € E. ‘

D4

Théoréme
Soit f : [a,b] — E cqutinue- pa morceaux. Alors : !
Ve > 0, il existe ﬁ... une emescalier telle que ‘
sup |[e(z) —
z€|a,b| |
N\ | BESE
rollaiye

1,b] — E continue par morceaux. Alors
existe (n)nen une suite de fonctions escaliers telle que
(pn) CU vers f sur [a,b)].

'

€ (la, £_. E) est dense dans _QS:P. b}, E) pour la norme __.___8 |

avec £([a, b], E) est ’espace des fonctions en escaliers de [a, b] dans E.
CM([a,b], E) est 'espace des fonctions continues par morceaux de [a, b]
dans E. _

Application"Lemme de Lebesgue" :
1) Soit ¢ : [a,b] — IK une fonction continue par morceaux,montrer que

b v A
lim sin(Az)p(z)dz = 0.

A—r+00 a . . ; .,

(Ind : Vérifier le Smc_:ﬁ. d’abord pour ¢ : [a, b] — IK est une fonction ¢ en
escalier). | . ]
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4, Théoréme de Weierstrass.”

Soait f : [a,6] — IK =R ou C continue. Alors

il existe (Pr)nex une suite de fonctions polynomiales telle que

(P.) CU vers [ sur [a,b. <= Ve > 0, il existe P une fonction

polynomiale telle que sup ||P:(z) — f(z)]| <. =
z€fay

P([a,b], IK) est dense dans C([a, b}, IK) pour la norme |||[oo

avee P([a, b], IK)'ést! 'espace des fonctions polynomiales de [a,b] dans
IK.
C([a,b], IK) est 'espace des fonctions continues de [a,b] dans I K.

Applications
1) Soit f : [a,b] — IK une fonction continue telle que

\s“,ﬁc& =0, VneN.

G

Montrer que f = 0.
2) Montrer que pour toute fonction f : [a,) — IK
d(f,P([a,b],IK)) = 0.

IT) Séries de fonctions.
1) Convergence simple.

A ( V :
Définition

Soient (fa)nen une suite de fonctions de A vers E. On apelle série de

fonctions et on note M fn, c'est la donnée une suite de fonctions (f,)nen
n>0
et de la suite de fonctions (S, )nex des sommes partielles.

Exemple

. 1 (-1)"

e e TN mV/J
%, Définition

Soit (fy)nen une suite de fonctions de A vers E. On dit que la série
M fn converge simplement sur A et on note C.S si la suite de fonc-
n>0

tions (Sn)nen converge simplement sur A. <> V z € A la série M fa(2)
n2>0

converge dans E.

)..muno-:v_m

— converge simplement sur ]1, +oof .

Y

n

%, Définition-Proposition

Si la série M.? convergene simplement sur A on peut défnir la suite
n>0
de fonctions (R,), par :

VaeN, Ruz)= Y filz), Vz € A.

k=n+1

La suite (R,).en converge simplement sur A vers 1'application nulle.
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2) Convergence absolue

4, Définition
Soit (fu)nen une suite de fonctions de A vers E. On dit que la série

M .‘...no__?_.naz_uo__:zezmELoﬁos=o~o0.>mmﬁv<am>_vm§o
( S0 Ol e . r

> 1fu(@)l|r converge dans R.

n>0

Remarque

Si MU fn converge absolument sur A, alors elle converge simplement sunNA
n>0

mais la réciproque est fausse

: = .
Exp : la série M ( :w C.S sur |0, 1] mais ne converg
n>1

| L )
Convergence uniforme é
Soient (fu)ney une suite de fonctiopg de Ayers E. On dit que la sé-
rie M f.. converge uniformémentgur et ongote C.U si la suite de
n>0
fonctions (S, )nex converge ugi nt
Exemple. /

L(Z)=2*, |z]€ F avec 0 < a < 1.

9) S W 7, C
n20
A
%

%, Propriétés
1) Soient (fn)nen ct (gn)nen

AER.
M fo Clo=gurA

n20
et

ux suites de fonctions de A vers F et

i) Si alo M\C.: + g, C.U sur A.

surA n20

surA, alors elle converge uniformément sur tout partie

Proposition

Soit MU J» une série de fonctions de A vers F.
n>0

Si Y fa C.U surA, alors la suite (f,) C.U vers 0 sur A.

n>0
{

Remarque
Dans certain cas, cette proposition est utile pour montrer qu'une série de
fonctions ne converge pas uniformément sur une partie A.

Exp : MH: ne converge pas uniformément sur [0, 1.

n>0
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% Proposition
Soit MU fn une série de fonctions de A vers F.

n>0

M fa C.S surd ‘

n2>0
Mvuo JaC.U surASSIq °2 |

la suite (R,) C.U vers 'application

'

Exemple
=1)"

n+ z2

.\‘:AHV = s TE w. . _

)

Convergence normale *
Soient (f,)nex une suite de fonctions de A vers F. On dit que la série

M J converge normalement sur A et on note C.N s'il existe ng € N tel
n>0

que ¥Yn > ng f, est bornée et la série M sup || fu()|| converge dans R.

€A

n>ng

—nI

1) Laséric Y fulz) = n_:N

n>0

qumJ...

2) M — ne converge pas normaléiq

n>1

0 surA.

,

A Propriétés..-,.c1avian vh 2nho: , fioai a0

1) Soient (fn)nen €t (gn)nen deux suites de fonctions %. A vers ﬁ et
AEK.

B
38

MU fa C.N surAd
n>0 : "
i) Si¢ et alors M AMn+gn CN sur A
MU gn C.N surA n20
n>0
2) Soit B une partie de A. Si M fn C.N surA, alors elle converge
n>0
normalement sur B.
»Proposition
Soit M fn une série de fonctions de A vers F.

n>0

La série M fu C.N surA SSI il existe une suite (a,) de nombres réels

n>0
Vz € X || fu(z) ||< @, & partir d’un certain rang
positifs telles que et .
la série M a, converge

n>0
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% Comparaison des modes de convergences
Sait MU [« une série de fonctions de A vers E.

n>Q

1) Si la série MU [~ C.N surA, alors elle C.A sur A et par suite Om
n>0 ' :

sur A.

i1) Si la série MU fu C.N sur4, alors elle C.U sur A et par suite C.S

sur A. 7 m ) C TR
cNE T smibes
: e
=\ . A=
Exercice
Etudier les divers modes de convergence de la série M
n>0
) Jule) = e € R

i) fa(x) = nr’e*V® reR.

Continuité de la fonction somme.

J"\Hrmonoam de permuiitation limite et somme

Soit M f une série defonctionh\de A vers E et a € A.
n>0
oVn € N, Al Pa(z) /. existe dans E

I—a

uniformment sur A vers une fonction S.

olat .oM\J l,, converge dansE
()
.a fonction S admet une limite en a et on a ¢

+00
O limS(z) = 1, =

I—a
n=0
420 + 00
lim M Jo(z) = .w. lim f,.(x)
Ir—a I=-+a
\ n=0 n=0 .

Remarque
1) Si A =R le théoréme est appliquable pour a € RU {£00}.

2) Dans certains exemples, Le théoréme de permutaion limite et somme est
utile pour montrer qu'une série de fonctions ne converge pas uniformément
sur une partie A.
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bvﬂrmo&im de continuité

Soient M S une série de fonctions de A vers F.
n>0

oVn € N, f, est continue sur A

Si e M Jn converge uniformément vers S sur A,

n>0
ou bien converge uniformément vers tout compact inclu dans 4
+00 ,
alors 'application S := MU Ju cst continue sur A,
n=0
Exercice
o sﬁ
1) Soit S(z) = M _
n*logn
n=2

Montrer que S est définie et continue sur |1, +o0|.

Application 1.

On munit M, (7K) d’une norme matricielle (c. a. d elle vérifie
1) Montrer que P’application :

p: Mu(IK) — M, (IK)

+00 . y
A™  est définie et confinue su (TK).
\»IGHEA\:” m .ﬂq . aA wv
n=0 !

, Mottrer LE la matrice I, — A

b) Montrer que P'application :

¥ B(0,1) — M.(IK)

A (Id - A)- est continue sur B(O, 1).

Application 2 ©
On note £(E) Vespace des endomorphismes sur E (dim(E) < 00) muni
d’une norme qui vérifie || f o gl| < ||fIllgll, VS, g € £(E)).

1) Papplication :
v L(B) — &) e 4
= st continue sur £(F).
fr—rexp(f) = s (£) }

2) "application

) <,

)1 est continue sur B(O, 1).

"%, Théoréme de dérivation

Soient (fy)nen une suite de fonctions de A C R vers £ et f une fonction
de de A vers E.

(eVn €N, [, cst de classeC? sur A

el.a séric M fu converge simplement vers S sur A,
Si ¢ n20

PR N .
‘ elaséric ) [, converge uniformment sur A

n>0
ﬁ ou bien sur tout segment inclu dans A.

alors ¢ @S st de classe C surA

+0o
VzeA, 8@ =) fi(x)

n=0

19

e Lastric 37 5, fn converge uniformment sur tout segment de A ve
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4 Somme de classe C? ¥ % Somme de classe C*
Soient (fn)nen une suite de fonctions de A vers E f une fonction de A Soient (fu)nen une suite de fonctions de A vers E f une fonction de de
vers F, p e N* Avers E. _

([ eVn €N, f, est de classe CPsurA (eVn €N,

° M fn converge simplement vers SsurA nt vers SsurA
n>0

giJ VO<k<p-—1,) f¥ converge simplement vers sur4,

n>0

, }n , onverge uniformement surA,
(U

converge uniformement tout segment inclu dans A
© MHA fP) converge uniformement surA,

ou bien)converge uniformement tout compact inclu A’ v : x k
g | € A, SW(z) = *)(z) Vk € N.
| ou bien sur tout segment inclu dans A. N N () Ml;\uc\ 3 WvEe
( . (k) , . v
e VOL<k<p-1, M [ converge uniformement tout seg u dansA

n>0

Application.

m_o_,mo.womnmmn_mmmoﬁsmsbnﬁ< /O.::Ei 8&&:3%:zozonsoavﬁac:oAn. Pmoﬁ_o&amo:}m:m
4 + . 4__.A____m__.,qb_wm.i:Qb.:.5mo:.>mouﬂuﬂ:é.ﬂ.gv:g..wo:..
owWzeA SHz) = Mbsﬁav VI<EYp. v ¢ R— M,(IK)

+
n=0 ey

t— exp(tA) = M

n=0

Vk € N, o®) () = Akexp(tA), Vt € R

t"A" est C*® sur R
n!

\

Hznmmamoz d’une série de de fonctions.
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Intégration d’une série de de fonctions.

4 Théoréme 1 Cas d’un segment|a,b] -
Soit (fa). € N une suite de fonctions de [a,b] — E.

e Vn € N, f, est continue sur [a, 0]

B e La série M fa C.U sur [a,b] vers une fonction S

n>0

ﬁ .

e S= MU f,. est continue sur [a, b]
n=0
b
alors 4 e La Série M fu(z)dz converge dans E
n2>0 nt+00 o

N

: \ “S@z= [ 3 falz)dz =
= o

n=0"9

‘9*Remarque imprtante

Pour montrer qu’une séric de fonctions M fu ne
n>0
uniformment sur ‘ufig party

tats suivant :

e la suite (f,) conv

.La s@ o Indiverge dansE

+00
Y n(e) # 3 lim (o)
/ﬁ: € N, f,, est continue surA,
+00

mais I’application S := MU fu 1’ est pas continue sur
/ n=0
\
’ e Si Vn € N,/, est continue surfa,b] mais \

400 b

> [ fulads.

n=0"%

converge pas

ourrait montrer I'un des résul-

pas uniformément vers ’application

0 sur A. £
e la suite (R,)] ne rge pas uniformément vers 'application 0 sur
A.
Pour g n € N,lim f,(z) = I, existe dans E mais
I—a

A

b +oe

S h@)s #

n=0
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¥

Cas d’un intervalle quelconque

\ﬂ.mo..m:.o d’intégration terme & terme (TITT)

Soit (fn :
ceaux.
ﬁ oVn € N, f, est intégrable sur /

I — IK),en une suite de fonctions continue par mor-

eLa série vU.? C.S sur I vers une fonction S

n>0

Sig S est continue par morceaux sur I
eLa série \ | fu(2)]| drconverge
\ n>0
:.oﬂ -
oS=) [, est intégrable J
A n=(
. \~ S(x)de= \ S f.(z)dz = M \ fule
n=0 n=0

Autres méthodes de permutations.
Si le théoréme d'intégration terme & terme n
pliquer I'une des méthodes suivantes :

'est appliquable, on pourra ap-

ngtions (S5,) des sommes partielles.

.\.m.. x)dr = lin
~=.|:8

k=n41
y { : = N n\t ~ § n ]
(t)c WS& (t)dt 4 .\~= (t)dt

R, (t)dt = 0.

lim
n=—+00 0

puis montrer que

En fin dédnire, en passant a la limite quand n tend vers +o00 que \ S(t)dt =
1

2 \.\:3.2

13
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