Préparatoire MP2 . S Prof : Nedra Moalla

Probleme

Sériec de Fourier ct application a I’étude
 d’une équation aux dérivées particlles

Préliminaire

Soit (vn)nez une famille de nombres réels ou'complexes.

On dit que la famille (v,),ez est bornée s’il emste une constante telle que |v,,|
k, ¥Yn € Z. b bt ey

On dit que la famille (’Un)nez est sommable si les série Zvn

/sont absoluments

convergentes.

| +00 +00 :
Si (”n).nC:Z est sommable, on pose Z Py-= Evn i it

nez n=0

1. Soit a > 1. Justifiez que la famille (—

2. Montrer que si (vp)nez' €t (un)nez sont de

familles' sommables, alors VA- € C la
famille (Auy + vi)nez est sommaple. - ‘ -

o 5o

_ ireter g e adng 8.
mable si et seulement si la suite (S, = Z |ve| Y ner

k=—n

3. Montrer que la famill

ris

est bornée. . '_ e e
4. Soit (vp)nez et (u @ de nombres réels ou complexes telles que :

|vn| < [ual, Vn € Z.

Montre mille (un)necz est sommable, alors la famille (vy,),ez est sommable.

. 1
5. Montrer quest v, = 2 (;2,3)’ alors (Un)nez sommable.

Dans la suite, pour tout k€ N, on pose Ck (R, (C) le C espace vectonel des fonctions
2m-périodiques et de classe k sur R a valeur dans C. :
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Concours

1tre Partie

utiles
Quclques résultats prchmmalrcb

1.1. Noyau de DIRICHLET i1/
Pour tout (n,0) € N x R, on pose

K=—n

J 1
Pour tout n € N, I'application D, : R — C, 0 v D, (0) s “Pp » it le o diaue.
1.1.1. Vérifier que, pour tout n € N, I'applicatiol Dy, est paire'el 27—P

elle noyau de Dirichlet.

1 x
1.1.2. Vérifier que, pour tout n € N, = Dy(t)dt = 1.

-

111
sin ((271 + 1;0/2) si #eR\2rZ,
sin(0/2 |

1.1.8. Montrer que, pour tout (n,0) e Nx R, Dy,(0) = ( ./ » (
| | LS (g S221 ] | | ‘:2,'n>+‘1 ' 81 0 € 2n7. '
4

1.2. Quelques propriétés des éléments de o (R,C)
1.2, Justifier. que toute"fonction' f € 65.(R,C) est bornée sur R:

a+m
1.2.2. Soit g € €. (R,C) et soit @ € R. Montrer que /

a—m

1

T
g(t)dt=/ o(t) dt. e

Soient a et b des réels tels que ¢ < b, et Soit /- a, b] “ 5 Cune fonctlon contmue par morceaux ; pour
tout » € N, on pose

1.3. Lemme de LEBESGUE >

_fth(h)=;/ Ip(t)six;((2h+1)t/2)dt..; i Nofidenl | (r Hi

- 1.3.1./Vérifier que si h est, une fonction constante, alors la suite (J,.(h))néN'converge' vers 0.

1.8.2. Montrer que si h est en escalier sur [a,d], alors lasuite (J,; (h)) ¢ converge vers 0. (1111

1.3.3. En utlhszmt un rcsultal. d’ apprommatlon a préciser, montrer que la smtc (J"(h))n eN converge
vers 0. ‘ : I 5 e e g 10 e IBRRSL } 3 f riditods

2%me Partie o
Convergence normale de la série de FOURIER
G en il g idtun élément de €5 (R, C), k2 ) Lighs) o

Si f € €) (R, C), on pose

1

Tr 3
RAES L ' i ‘Cn(f) =r27.r ! f(t)e_qrntdt,' 'n_E Z. stlira

On lui associe la suite (un(f)),, .y de'fonctions définies par's ' |

VZeR, u(f)@)=co(f) et un(f)(@)=ca(f)e ‘f"+6—n(f) e s n€N".

(]

La série de fonct:lonq Zun sappelle la série de Fom‘zm de f; les ,(‘:0111p1exes Cn( f), nez, ‘4
s’appellent les coefficients rfll>eoFOURIER de f.
2.1. Quelques propriétés des coefficients de FOURIER

2.1.1. Montrer que pour toute fonction f € €2 (R,C), la famille (exls ))neZ est bornée.

2.1.2. Montrer que, pour tout f € ‘ta”zl,,(]R, C) et tout n € Z, en(f') = in ca(f).

2.1.3. En déduire que, pour tout f € % (R,C) et tout n € Z, c,(f”) = —n? ca(f).

2.2. Convergence normale de la série de fonctlons Z un(f) pour f € 62 (R,C)
n>0
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Soit f ¢ €2 (R, C). ’
2.2.1. Montrcr que la fami])q (

mntedo

(f )),.e‘z est sommable,
série de fonctions Zu,. )
n>0

lle de la séric Z un(f) pour [ ¢ ‘6’2,,([}& C) : Théordme de DIRICHLET
n20

2.2.2, Ey déduire que la

est normalement convergente sur R,
2.3. Convergenco Ponctue

Soit f ¢ r‘)2ln(1R.‘C). Pour tout (n,2) € Nx R, on pose S, (f)(x) = Zuk(f)(z

2

n

3.1, Vérifier que, pour tout, (n, r) € N xR, Sn(f)( ) = Z en(f) ek L 2l /7T f(t)D,(z '_ltsdt

27
g —n

m
2.8.2, Montrer que, pour tout (n,2) € N x R, Sn(f)(x) = g f(z —1)Dn(t) dt.
2.3.3. En déduire que, pour tout (n,z) € N xR,

Sn(f)(z) - o _/ f(a; Ly 2 i )) sin ((2n + 1)t/2) i

sin(t/2)
2.3.4. Soit 2 € R. On note 9z la fonction définie sur le segment, [—, 7] par :
8T, ) / \

Iz —1t) - f(2)

' si 't € [—Tr,v1r]‘ \ {0},

b Vi e[balal, g (tyey o osin(t/2)

-2f'(z) i =0 i k] b
- Montrer que la fonction, g, est continue sur\le segment [—m, 7] et que, la suite (S )(a:))neN converge
vers f(z). Théoréme de DIRICHLET.

2.4. Soit f € €Z(R,C). Justifior que la série do fonctions E un(f) convlergq normahmént; sur R et sa
n20
somme est égale & la fonction f. ;

« [ Atnom auin
3dme /Partie’ s railairug exvrrdli zimb

Application'a Pétude d’uné équation aux dérivées' partiellés ' G.8.8

Soit (a, )nez une famille de nombres réels telle que la famille (n

)nez soit sommable On Tui assoc1e
la suite ( Jn ) en de fonctions définies par :

Cp LY [T 2o o ¢
Vze R, fo(a,) =apl et fn(a') nE m:r; 4y lgTine §i ne N* o { 1:0)
3.1. Une question de sommabilité

+.11.8.1.1. Montrer que la famille (n%a,)nez est sommable et que

anh’tnl (Z” )I/Z(Zl)l/z.

2
nezZ i REL 1y 2 e =1 7 (
3.1.2. En déduire que les familles (an)nez et (na,)
3.2. Construction d’un clemcnt de 2.(R,C)

3.2.1. Montrer que la série de fonctions Z In 'c0nvergé'n6r1nalemerit sur R.
n>0

nez sont sommable

Dans la suite, on note f la somme de cette série ; - f(z) = Z fa(z), z€R

=0
3.2.2. Justifier que la fonction [ est 2r~périodique et continnue sur'R;

3.2.3. Pour tout n € Z, calculer la valeur de Vintégrale f (z) e7n2 4y,

3.2.4. Montrer que la fonction f est de classe C? sur R.
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Dans la suite du sujet, on se propose de résoudre le probleme suivant :

Il existe une unique application v : R? — C, (z,t) — v(z,t) continue telle que :

(i) pour tout réel t, la fonction x — v(z,t) est 2m—périodique;
32

(ii) les dérivées partielles au 922 et av existent, sont continues sur R? et vérifient :
i v '. o
== tig =0,
O0x? ot

|
Yz €R,' v(z,0)= f(z).
.3. Existence d’une solution du probléme
On considere la suite (wy), .y de fonctions définies sur R? par :

VneN, ¥(z,0)€ R, wn(o)d)= ful@)e ™t 10

3.3.1. Vérifier que la série de fonctions an est normalement convergente sur R%, ' &.©
n20

On note w la somme de cette série : iy
\

V(z,t) e R w(z,t)= an T,t) = an(m ,—int
'\ n=0 ' n=0
3.3.2. Justifier ¢ que w est continue sur R? et ‘que, pour tout reel t, la fonction z — w(z,t) est
r—périodique.

3.3.3. Montrer que la fonction w, définie ci-dcssus', possede en tout point de R? une dérivée particlle
ow
emiere par rapport a ¢ 'et exprimer T —(z, t), pour (z, t) € R2, sous la forme de la somme d’une série.

istifier que cette dérivée partielle est continue sur R2.
3.3.4. Montrer de méme que la fonction w possede en tout point (z,1) é R? des dérivées partielles

v ; z ¢
;(x, t) et a—xz-(:z:, t) par rapport & z et les exprimer sous la forme de sommies de séries.

stifier que ces deux dérivées partielles sont continues sur R2.
3.3.5. Montrer alors que la fonction w est bien solution, du probléme, posé. .,

1. Umcxte de la solutlon du probleme
i) \ i 'l n

1
o A
On lui associe la suite (vn)n eN de fonctions définies sur R? par :

V(z,t) €R%,  wo(z,t) =bo(t) et vn(z,t) = ba(t) €™ +bLn(t) 7™ isineN.

3.4.1. Montrer que, pour tout n € Z, la fonction b, est de classe'C! sur'R et vérifie 'équation

Soit v une solution du probléme; on pose bn(t) v(z,t)eTdz, (n,t) € ZXR.

férentielle _
y +inly=0.

3.4.2. Soit n € Z. Calculer b,(0) en fonction de a, et en déduire que
VteR, b.(t)= Qe '

3.4.3. Montrer que la série de fonctions Z v, est normalement convergente sur R? et que
n=0

-

+00

+00
V(z,0) €R%, u(z,t) =Y va(z,t) = Y ful@)e”™ = w(z,1).
n=0 n=0

On pourra utiliser la question 2.4. de la deuzric¢me partie.

FIN DE L’EPREUVE
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