Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Révision Analyse S-1 "

Probléme 1”’d’aprés MP2017”

Partie I

Soit a > 0 fixé.

1. Pour quelles valeurs du réel s la série Z est elle convergente. econdition
= (n+a)
—+00 1
a\S) =
Yal(s) ;0 CEL
1
2. Montrer que Vs > 1,9,(s) = — + ¥q11(9).
aS
3. Montrer que 9, est continue sur |1, +o00].
4. (a) Montrer que lim q(s) = 400 lorsque
s—1
(b) Déterminer lir+n q(s) lorsque a > 1.
S—+00
(c¢) En déduire lim W, (s) et limg 1o ¥a(s), lorsqiie 0 < a < 1.
s—1
1
(d) A-t-on la convergence uniforme sukell, +00[ de la série de fonction Z T
= (n+a)s
5. (a) Soient «, 8 deux réels tels gue o > ontrer que la série numérique Z ———  est conver-
— n*(Inn)?

gente.
(b) Montrer que 1, est sur 1,400 et donner I'expression de ses dérivées successives

sous la forme Ol d une série.

0
e 't ldt, s > 0.

0
(b) Montrer que pour tout s > 0,I'(s) > 0 et I'(s + 1) = sI'(s).

1 400 s—1
(c) Montrer tjue pour tout s > 1,9,(s) = ) /0 1$_ p— e “du.

Dans toute la suite de ce probléme, on suppose que a = 1 et on note ¥(s) = ¥(s),s > 1.




Partie 11

Pour tout réel z, on note E(x) sa partie entiére : C’est I'unique entier relatif vérifiant z—1 < E(x) < z.

1. Soit s > 0. Montrer que application f : z — Eg(cfhz est continue par morceaux sur [1, +o0o].
+oo
2. Montrer que l'application F' : s — fs(z)dx est définie et continue sur |0, +o0.

1

1
3. Montrer que, pour tout s > 1,9(s) = 1+ P +sF(s). (On pourra remarquer que pour tout entier
S J—

N>2, /1N fu(w)de = ]:é/:ﬂ fu(2)dz).

n

1
4. Montrer que la suite (’yn = T In n) est convergente.
k=1
(On pourra étudier la nature de la série Z(fyn — Yn-1))-
n>2
On note v = lim y,.

n——+o0o

5. Montrer que F(1) =~ — 1.

1
6. Montrer alors que lim (w(s) - > = 7.

s—1+ s—1

Probléme 2 ”"d’aprés MP2016”
Partie I

Soit (a,)nen+ une suite complexe telle quea, # —1,Vn € N*. On pose p, = H(l + ag).

k=1
o™Si | it = est t limit
g8 la suite (py)nen+ est convergente vers une limite non

n>1

(a) Montrer que la suite (p,)nen+ est bornée.

(b) Montrer que la série Z(pn — pn_1) est absolument convergente.
n>2

(¢) En déduire que la suite (p,),en+ est convergente.

(d) On pose b, = — an

. Montrer que la série Z b,, est absolument convergente.

1+a, ol

1
(e) En déduire que la suite (—> est convergente.
DPn / pen=
(f) Montrer alors que le produit infini H(l + a,) converge.

n>1



Dans la suite de ce probléme, on pose pour a € C,

u (a):{a(a+1)(a+2)...(a+n_1) sin >0

1 sin=0.

Partie 11

1. Vérifier que, pour tout entier n,
Unt1(a) = (a 4+ n)uy(a) = auy(a + 1).

2. On suppose que a € C\ Z_. On pose f,(z)=(1—z)"* z<1L1.

(a) Montrer que f, est une solution d’une équation différentielle linéaire du prefileMordre a coeffi-
cients polynomiaux.

(b) En déduire que

(¢) Montrer que

nln*1
‘{, Vel
(d) Montrer que G(1) =
(e) Montrer que G(x @) et que plus généralement, Vk € N, wy(x) = %

’d’aptrés\MP2013”

Les fohctio d’Euler

Probléme

On pose, pouintout x > 0 et pour tout n € N* :

1. Soit z > 0.
(a) Montrer que, pour tout n € N*,

I (fus1(2)) — In(ful)) = 1n (1+%)_m <1+ i )

n+1

(b) Montrer que la série Z (In(frnr1(z)) —In(fu(x))) est convergente.

n>1



(¢) En déduire que la suite (f,(z)),>1 converge vers une limite f(z) €]0, 4o0].
2. (a) Montrer que, pour tout x > 0,
flz+1) =xf(x)
(b) En déduire que, pour tout p € N,
flp+1)=p!

3. Soient z,y € R. Montrer que 'application ¢ — t*~1(1 —¢)¥~! est intégrable sur |0, 1] si et seulement
siz,y > 0.
On pose alors, pour tout z,y > 0,

Blx,y) = / (L - e

4. Soient z,y > 0.
(a) Montrer que
Tty

(b) Montrer que, pour tout n € N,

(r+y)(e+y+1),-
yly+1)--

Bz, y) =
(c¢) En déduire que, pour tout n € N*,

Bi.y) = Y

ol

(b) Montrer que

x

nln

(i) T'(z) = nl_lgloo 2z +1) - (z+n)

. _ T'@)I'(y)
8. (a) En utilisant le changement de variable t = sin?, calculer 3 (%, %)
(b) En déduire que I' (1) = /7.

(c) Montrer que pour tout p € N,

o) B



Probléme 4 "d’aprés MP2023”

Soit F = {g € C[0,1] : g(0) = 0} et on désigne par P l’espace des fonctions polynomiales.

1.

10.

11.

Montrer que F est un hyperplan fermé de CJ0, 1].
Indication : On pourra utiliser application g — g(0).

On note Py =F NP ={f€P: f(0) =0} et on fixe g € F.
Justifier qu’il existe une suite de fonctions polynomiales (P, ),en qui converge uniformément vers g
sur [0, 1].
En déduire que la suite (@ )nen définie par @, = P,—P,(0) pour tout n € N, converge uniformément
vers g sur [0, 1] et que Py = F.

On fixe h € Co(R™) et on pose g(t) = h(—Int), ¢ €]0,1].
Justifier que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], notée en par g€ 1 appartient
a F. Comparer No(h) et ||g]|co-

En déduire qu’il existe une suite de fonctions polynomiales (P,),cn telg que T suite de fonctions
(x —> e " Py(e7))nen converge uniformément sur R™ vers h.

ofme h(z) = e *P(x)
ot P € P. On souhaite montrer dans la suite que D est ar ense de Co(RT). On pose

ex(z) =e ™  zeRY, keN*

Pour n € N*, on pose A,(z) = ivante :

‘e—(n+1)~”c _ e—nﬂf/?e—w/?Bn(xH < pour tout z € RY,

€
2
Montrer qu’il existe un polynéme () vérifiant

€
2M +1

e /2 e 2Q(z)| < pour tout z € R*.

Indication : Remarquer que e,, € D.

En déduire quil existe ¢ € D tel que |[e"™)* — o(z)| < ¢ pour tout z € R* et conclure que
€n+1 e D.

Monter alors que D est dense dans Co(R™).



