e continue sans probléme comme inverse d’une fonction continue & dénominateur non nul.

e intégrable sur [0,1] car continue sur le segment.
intégrable sur [1 équival r

e intégrable sur [1,+o0[ car équivalente en 400 a =

_dt

La fonction F' est donc continue sur R majorée par f o TIE =T
3a)Sur tout segment [a,b] inclus dans R on peut poser pour z # 0 u(t) = s==e 2™ et v(t) = ﬁ . Les
fonctions u et v sont C* sur [a,d] . et donc :
b e—Ziﬁmt -1 e—Ziﬁmb e—2i7‘rma 1 b _2te—2i7rtm
dt = — — + — —dt
o 1+1t2 2imr | 1+ 02 1+ a2 2tz Jo (14 12)
Pour tout x réel la fonction t— > _(Qﬁ_—;;m est continue sur R majorée en module par ¢(t) = (1_-21-%? . La

fonction ¢ est continue sur R intégrable sur R car équivalente & # en +oo. On peut donc passer a la limite
dans l'intégration par partie .Or

e—2imxb 1 e—2imza 1
< —p—too 0, €t < —g——00 0
1+062 |7 1402 1+a2 |~ 1+ a2
d’ou : 2int
— —te_ e
\&d 7& 0 F T aTmx fR (1e+t2)2
comme % = —i on a la relation voulue pour z # 0 en multipliant par 7z .

Pour x = 0 le membre de gauche est continue car F' est continue. Le membre de droite est aussi continue car
— 247

P(z, t) = (1+—t2)§ est continue sur R? dominée par ¢(t) = (1—1%7 continue intégrable sur R . L’égalité est donc
vraie en ¢ = 0 par continuité.

IVx € R,maF(x sz (H_Qtl;;; tI

Le membre de droite est la transformée de Fourier de la fonction continue intégrable t— > W . D’apres

-

1d) il est donc majoré en module par fR(l_+|t22|)2_ 2f—>+oo e dt =2 [m . - 1

20, Pl = =4

A noter Uerreur de texte : x doit étre non nul pour que l'expression soit définie.

On a donc
lim . () =0

.0 vérifie les hypotheéses du théoréeme de dérivation sous le signe [ :

3b) Soit O(z,t) = %

e 0c (! (RQ,C) .comme produit et quotient & dénominateur non nul de telles fonctions.

e Avec les notations du 3a) 6 est dominée par la fonction ¢ continue intégrable sur R et indépendante de z .

° %(m,t} 22#% est dominée par 2%% , donc par % continue , intégrable sur R et indépendante de x .
La fonction ©(z) = [, 0(x, t)dt est donc C* sur R de dérivée [, 9 &2 (z, t)dt = —2im [, %dt.

Comme F(z) = %fl la fonction F' est C! sur R* comme quotient & dénominateur non nul de fonctions C! .
En dérivant la relation (1) et en simplifiant par 7 on a donc :

th—Ziﬁmt

F(x)+ zF'(z) =2 (F(x) — /R%dt)

D’ott par changement de membre :

Or t2 = (1+1?) — 1 donc:

—217r11

=2 g G

F(z) —aF'(x

—2iTxt

3c) On pose maintenant y(z,t) = (1+t2)2 et I'(z) = [py(x, t)dt.

o La fonction v est C! sur R?



t = $ 1Y) c-"\w% Can

o |y(z,t)] < ﬁvm, continue intégrable sur R car équivalent & %4 en Foo

%}(m,t)‘ < 27T(T4|_3t|¥ indépendant de z, continue intégrable sur R car équivalent & # en oo
I est donc C* sur R et donc F'®) = w est O sur R* .
En dérivant la relation (2) on déduit :
. te—2imte
xF” (x) =4z7r/Rmdt
On retrouve l'expression du 3a) : zF”(z) = 4n?xF(x). Soit en simplifiant par x :
4= F]

3d)Ona F(0) = [, 1% =7

e Sur R** on a d’apres I'équation différentielle F(z) = Ae=2™ + Be?™® . Comme lim |, (F) =0 on a B = 0 puis, comme
les deux membres sont continues en 0 et que F(0)=mona A= :

x>0, F(x) =me™™

e Sur R~ on a d’aprés I'équation différentielle F(z) = Ae 2™ + Be*™® . Comme lim_(F) = 0 on a A = 0 puis par
continuité comme F(0) =mona B =7:
x>0, F(x) =me™

4a) En reprenant les notations de la question 2c) on a déja que ¢(z,t) = e~ 22! f(¢) est une fonction continue
sur R? dominée par la fonction f continue , intégrable sur R et indépendante de z .De plus ¢ est bien C' sur
R? et % = (—2im)e 21" (¢ f(t)) est dominée par 27 |tf(t)| fonction continue , indépendante de x et intégrable
sur R par hypothése. F est donc C! sur R et on peut dériver sous le signe /-

[si tf(t) est intégrable sur R, F' € C' (R,C) et F/ = —2inT(t— > tf(t))

De fagon plus générale si la fonction t— > t¥f(t) est intégrable sur R , alors pour tout p < k la fonction
t— > P f(t) est intégrable sur R (car [t7f(t)|] <400 [t*f(t)]|). Donc la dérivée % = (—2im)Pe 2T (1P £ (1))
est dominée par [t f(¢)| continue,intégrable sur R indépendante de x . donc

[F e ck(R,C) et (T(F)™ = (=2im)* T(t— > ¥ £ (1))

Remarque Uexemple de la question 3) montre que le résultat peut-étre faux si on retire Uhypothése d’intégrabilité.
Dans cet exemple F n’est pas dérivable en 0 . Mais tf(t) n’est pas intégrable sur R.

4b)Si f’ est intégrable sur R f(t) = f(0) + fot f’ admet une limite finie en +00 et en —oo . Si cette limite est
non nulle alors f est équivalente a sa limite et n’est donc pas intégrable sur R .

|(f et [ intégrables sur R) = (limy, (f) = 0)|

On a alors T(f") = [ e 2™ f/(t)dt que 'on va intégrer par partie en posant u(t) = f(t) et v(t) = e~ 2t |
Les fonctions u et v sont bien C! sur R . w/v = e 2"t f/(t) est intégrable sur R , uv’ = (—2irz) e =27 f(t) est
intégrable sur R car proportionnel a la transformée de Fourier de la fonction intégrable f . Enfin |uv| = |f] a
une limite nulle quand ¢ tend vers +00 . En intégrant sur un segment et en passant a la limite comme au 3a)
on a:

(L) = 2umaT(f)]

Par récurrence on a alors :

(Vp <k, f®) intégrable sur R) = (T(f(k)) = (2i7rx)kT(f))

5)La fonction f(t) = e~ est continue sur R, f tf(t) et ff= —2rte™™ sont négligeables en +o0 devant e~
intégrable sur R . On peut donc appliquer les résultats du 4a) et du 4b).

5a) On alarelation f/(t) = —27tf(t) donc par linéarité de la transformée de Fourier :T(f') = —27T(t— > tf(¢)).
Mais d’aprés la question précédente T'(f’) = 2iwzT(f) . Donc izT(f) = T(t— > tf(t)) . On a aussi montrer
que (T(f)) = —2ixT(t— > tf(t)) donc : [=2m2T(f) = (T())]

5b) Comme le coefficient de (T'(f))" est toujours non nul on peut intégrer 'équation sur R .

IK e R,Vze R, T(f)(z) = Ke ™"
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Or F(0) = [, e dt = Je e~ (VAt)dt — 71; Iz e=*"dv par changement de variable affine v = /7t . Par parité
de la fonction on a donc : F(0) =2 [p, e Vdv=1.

Dans les deux exemples on part d’une fonction f réelle pour trouver une fonction F réelle . Ce n’est pas toujours
le cas . C’est une conséquence du fait que les deux fonctions f prises en exemple sont paires.
6) Toute la question a pour but d’étudier la limite en 400 . On supposera donc x > 0 sans chercher & traiter

le cas particulier x =0 .
6a)On a :

(078

—2imxt :| Ak+1

A P—1l api p—1 e
—2imat —2imxt
t)dt = dt =
/Ae o(t) E /a e o8 E [—2i7rx
k=0" 9k

- k=0 ak

chaque terme de la somme tend vers 0 quand x tend vers +oco . Donc limg 400 (ffA 6_2iﬁxt¢(t)dt) -0.

6b faux Le raisonnement qui suit est faux car A n’est pas indépendant de x

Comme la fonction est intégrable on sait que lima (ffA e_Qimtf(t)dt) = [ge 2t f(t)dt = F(t) . Donc

en écrivant la limite avec des quantificateurs :

<e

A
Fz) - / =2t § ()t

—A

Ve >0,Ve>0,34, ., A> A, . =

6b juste : il faut majorer par des quantités indépendantes de x :

+o0o —A
< /A )] dt + / ()] dt

—0o0

+00 ) —A )
/ e—szvtf(t)dt + / e—szvtf(t)dt

A —00

A
/R () dt / rwlar

L’intégrabilité de | f| sur R permet alors de conclure lim (fR |f(®)] dt — ffA |f(®)] dt) =0 donc :
€

)

6¢) On a admis dans le cours que toute fonction continue sur un segment y est limite uniforme de fonctions en

A
Flz) - / 27 (1) dt

—A

Ve > 0,34, 4 > e = (Vo >0, |F(a) — [, e 2™ f(1)di] <

escalier. Donc 3(¢,,),,cy une suite de fonctions en escalier telle que lim (sup[_AA] (If — ¢n|)) =0 . Donc

Ya>0,IN,n> N = sup (|f —¢n|) <a
[_AvA]

En prenant o = 5% puis ¢ = ¢, on a une solution du probleme.
6d) Reste & majorer |F'(z)| pour > 0 en partant de f(z) = f(z) — ¢(x) + ¢(z) et

A A A
|[F ()] < |F(z) - /_ Ae—mf(t)dt + /_ ) (f(t) — p(t) e > dt| + /_ A¢(t)e—2mtdt

On se fixe un € > 0 . La question 6b) nous donne un A qui ne dépend que de ¢ et tel que

<e.

A
Flz) - / et (1) dt

—A

La question 6c¢) nous donne une fonction ¢ en escalier sur [— A, A] et qui dépend de A et de e ( donc seulement
de € ) et telle que sup_4 4) (|f — ¢,]) < 355 - On a alors

A - A
< [ l@-ome=ar< [ 170 - oto)lar =

—A

A .
| @ -smemta

—A

La question 6a) nous donne alors un X qui dépend de A et de ¢ (donc uniquement de ¢ ) tel que

A
Vr> X, / P(t)e 2™ dt| < e
—A

Si on réunit les trois :
Ve >0,3X, (z > X = |F(z)] < 3¢)
lim , oo (F) =0

On a exactement de la méme fagon lim_o(F') =0



