MATHEMATIQUES 1

I. Géncéralités
(— 1 )n-l
n*

existe. Ensuite,

1. Soit x € R. Tout d'abord, pour chaque n € N, -t
_yn-1 5 & Iy st
e Six <0, -(——l;— ne tend pas vers 0 quand n tend vers 00, On en déduit que la série de terme général e

grossicrement divergente. Dans ce cas, T'(x) n'existe pas. .
_1n-1 ”» ,Onen
e Si x > 0, la suite ((—-‘)—,_—— est alternée en signe et sa valeur absolue, A savoir -t tend vers 0 en décroissant
n

n-1 .
déduit que la série do terme général - converge en vertu du critére spécinl nux séries alterntes et dor

‘ F est définie sur ]0, -+ool. I

n ; Lo (-t]n4.‘ 1 (—-l)“'. 1
. . - 1k = - v, L £ —=1).
2. Soit t € [0,1[. Pour n € N*, gn(t) = kZo( t) T—1=0 o T (car t # —1)

1c que F(x)

existe.

quand n tend vers +o0.

Puisque | — t] < 1, gn(t) tend vers T+1

3 1
La suite de fonctious (gnjnens couverge sunplement sur {0, 1{ vers Ia fonction g = t m

« Chaque fonction gn est continue ct intégrable sur [0,1] et pour n € N*,
(_‘)k. n+1 (_1)\(-—1

1 n 1 n
= — k k  — = —
Lg,.(t)dt_é( 1) Lt dt ,;ckﬂ ‘Z__ .

« La suite de fonctions (gn)nen converge simplement sur [0,1] vers la fonction g qui est continue sur 0, 1.

e Soient t € (0,1} et n € N.

1= (_l)tu-l
141

od In fonction @ oot continue sur lo scgment (0, 1} ot donc intégrable sur co segment.

't}

I ) e (PR
n 141 141

= (P('l).

|gnm|=\

1
D'aprés le théoréme de convergence dominte, la suite (I gnll) dl) converge et
0

1 1 1
: : 1
lim I gn(t) dt = L ("Lullw gn(l)> dt = [ W dt =1n2.

n-+0o Jq 0 1
1 n+l (_])k-—]
Maintenant, pour n € N*, J gn(l) dt = Z SR et donc
0 k=1
l 1 ( -+00 —l)k_‘
im At)dt= =F
AL L gnlt)dt= ) —— =F(1),

k=1

ot donce

1
F(H=j g(l) dt = In2.
0
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Y
~
= 2.
Gl érique de te G <°$
3 et 1 série numérique de terme g,

3. Soit n € N°. Pour x >0, posons e i (2,400l € 17 Comme la Blntry

; = _‘.— et donc SUI’("“(""' BB 2 rmalement vers Feur (2 Lonl
Pour x > 2, on a fa(x) = 35 = 13 g S 1 ponverge RS

a gbnbral Iagy -

! nverge, la cérie de fonctions de terme s

3 nt sur (2,+ool.

—,n>1, conv

1, converge normaleme

-1
=00 n>
n‘

éral x —

La série de fonctions de terme gén
ment vers F sur [2,4+00[. D¢

. 1sin=1 .
gelle € quandxt.end vers +oo  savolr =Y 0an>2
I n r

iformé&
ot et donc unt
La série de fonctions de terme général fn, M 2 1, converge normaleme

plus, chaque fonction fn, n > 1, a une limite

. H ue .
Le théoréme d’interversion des limites permet alors d’affirmer q :
e La série numérique de terme général fn, N 2 1, converge;

e F a une limite réelle quand x tend vers +00;
400
4. Dérivabilité de F.

e lim Fx)=) ta=1+0+...=1
(a) Soit x > 0. la fonction u : t»-’—lf—:wt dérivable sur ]0, +oof et pour t >0,

xX— +00
—"3 1—11!11
~ +Int x T T B

n=1

1
i) =
u’(t) : X
u’(t) est du signe de T — xInt sur |0, +oof et donc la fonction u est strictement croissante sur |0,e*7*] et strictement
décroissante sur [e!/*, +oco[. Mais alors, pour n > o = E(e'/*) + 1, on a u(n) > u(n + 1) et donc

Vx >0, la suite (%) décroit A partir du rang ng = E(e!/*) + 1.
n>1

(b) Soit a > 0. Chaque fonction f,, est de classe C' sur [a,+oo[ et pour x > a, f(x) = (=1)" l::l.
Soit x > a. La suite numérique (f},(x)) est alternée en signe, tend vers 0 quand n tend vers +co et la question (a) montre
que la suite (|f/(x)|) décroit a partir du rang E(e'/*) 4 1. Ainsi, la série numérique de terme général f! (x) converge en
vertu du critére spécial aux séries alternées ou encore la série de fonctions de terme général f, converge simplement sur

[a, +ool.
~ . a_ws VT/nr . - -~ -~ ¢ Y fo8 . (o s - Y - ) L, < | -\ - -
Soit n 2> E{e’/*j+ i =np. Pour x > a, on a E{e’’*) 4+ 1 < E{e!’*)+ 1 et donc n > Ee*)+1. La quesiion {aj montre
i Inn : A
alors que la suite | — est décroissante. Mais alors, d’aprés une majoration classique du reste a I'ordre n. d’une
n2np

L3

n
série alternée

+0co

alnk
2. P

[k=n+1 |

+00

) falx)
k=n+1
que la série de fonctions de terme général f;, converge uniformément sur [a, 4ool.

_l(n+1) _Inm+1)

T4l S mate

)n,,ln(n-H)

(n+1)x

< -

In 1
< (n + ]. Comme lim infn +1)

- (Tl+”° n—o+mm =0, on a montré

» X € [a, +oo[}

et donc, pour n > E(e'/%)+1, sup {

En résnimé.
e La série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers F sur [a, +oo[;
e chaque fonction fy, est de classe C' sur [a, +ool;
e la séric de fonctions de terme général f], converge uniformément sur [a, +ool.

2 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.
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+00

p'aprés une théoréme de dérivation terme a
terme, F est de classe C' sur [a, +oo[ et F' = Z_ f!.. Ce résultat étant valable

pour toul réel a > 0, on a montré que .

i n
F est de classe C' sur ]0, +oof et ¥x > 0, F/(x) = i (_—_‘l_l_‘ﬂ

n=1

nl

B Lt qusl By, B 31 DAl 1)t b
Snsuite So 3
) , 8i L est un entier impair, (=1)"~! —1 =0 et si n est un entier pair, (-N*-t-1= —2 ct donc

¥ n-1 +00 400
F(x) = &(x) = =0 i ot -2 — 1 _I_ = - 1
x e {_1 (2p)* L P Sial

n=1 p=1

et done, F(x) = (1 =2'""%)¢(x).

\ Vx €1, +ool, F(x) = (1 =2'"*)L(x). I

li T-x _ . Al g F(x)
Jim 2 0 et donc xLqu Ux) = ‘Lul\m ot

‘ lim t(x)=1. i
Xt +00

II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

1
=————=‘.
1-0

6. Etude de la convergence

1 .
(a) Soit x > 1. La série numérique de terme général = est convergente ou encore la série de terme général an(x) =

_1\n-1
-(—”—— est absolument convergente. On sait alors que la série produit de CAUCHY de la série de terme général an(x)

nl
+00 2
par elle-méme est convergente et a pour somine (Z_ un(x]) ou encore (F(x))%.
n=1

+00
vx > 1, Z cn(x) converge et Z cn(x) = (F(X))%
n>2 n=2

0sin=0
(b) Soit x > 0. Pour n € N, posons an(x) = (-1~
; Y

gin>l’
n
DéjA co(x) = ao(x)2 =0 et ¢1(x) = ap(x)ar(x) +a (x)ao(x) = 0. Ensuite pour 1t >2,

n-1 _])k—l (_l)n—k—l n-1

= 1
cnl(x) = Z ak(x)an_k(x) = Z = n—K~ = (—1]“ kz:_l m

k=0 k=1

ne n?nd
Maintenant, pour k € [1,1— 1], k(n—k) = —k2+kn=-— (k- -i) S < e et donc

n-1

~ 1 o I )|
len ()] = ‘; (k(‘l‘l—knx 2 é (nZ/4) =T xS

*n-1)

V> 0,¥n 2 2, lealll 2 — 3
n X

3 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droils réservés.
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1 K1 o >/ 5
Si de plus x €10, 5], pourn > 2 on a ol
2R I R,
*n -1 y '
len(x) > — (:zn - N \'\‘l"’ L al cn(x) €5t BT R

umérique de terme génér

Mais alors, cq (x) ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo et la série 2
divergente,

7. Caso&x:]

(0% T TR R | S5 N ) B I T
Xn=X) aXm-X) " m\xTacx =
nf=ly 2(=1)"Hp

- -l _1yn n=1 2(-1) b 5
eatl)=-1n y L : _ s el ’%+__' k):-——- D T
o kin-k) oitx n-—

2(—1)"Hn

n>2c,(l)= n
(b) Soit n > 2.
Hn—] Hn 1 n—l.‘ n 1 1 n—ll 1 _
—_—————— LA 2otk SR - )=1] >——(1=1) =0,
n n+1 nn+1) [“-H)';k n’;k nn+1) ék “nmn+1)
et done
[ T L
lasuite( "_1) est décroissante.
LU
1'\—!I n-1 .k 1 n
(c)Pourn22,onaHn_1=Z—sl+ZI —dt=1+J — dt =1+ Inn. Par suite, pour n > 2
|g=1k k=2 "-'_t g & .
2(1+Inn
fea(n) < 214120
n

On en déduit que la suite [cn(1)| tend vers 0 quand n tend vers +00. En résumé, la suite (cn(1))n>2 est de signe alterné
et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant (d’aprés (b)). D'aprés le critére spécial aux séries alternées,

E:

la série Z cn(1) converge.
n>2

ITI. Calcul de la somme d’une série a I’aide d’une étude de zeta aun voisinage de 1

8. Developpement asymptotique en |
(a) D’apreés la question 4.(b), F est de classe C' sur ]0,+ool. En particulier, F est dérivable en 1 et admet donc un

développement limité d’ordre Ten 1 :

F(x) o= F()+F(N{x—1)+o(x—= 1) =ln2+F(1)(x = 1) + o(x — 1) (d"aprés 2.).
xX—
Cit a aussi
¥ In? 3 . In?2 . .
| =2""%=1—e¢ m2(x-1) = | — | +In2(x~1) - T(x = 4ollx=1F)=2(x-1)— —S5—(x =1} +o((x=1)2).
1 @ Jean-Louis Rouget, 2008, Tous droits réserves.
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(b) Mais alors quand x tend vers 1 par valeurs supéri
: cures,

-1
F —1) +olx
——(% - -
st g A PR

'_ZI - —l 1 — —
=‘ 1+§)( - -1)
X ')+o(x-—l)) (l+ 3 (x—|)+°("

] F']
1 (H' ( lu(zl +—)(x—l)+o(x——l))

X -

! FEULY  1n 2\
=S+

X1 kl 2

1 F/(1) mz) (1).
W) = s+ (‘Ez‘ +o

9. Développement asymptotique en 1 (bis)
(a) Soient n € N* et x & [1,2].

La fonction t s ti‘ est décroissante sur [n,n + 1] et donc (n+1

ISR IMI L e < g 1 —mlog BB
ﬂ)(ﬂ«&-l)x T n

c<i_ f"u_i gl i
KWL Jn =TS e
1 1
vneN*, Vx € [],2]. 0 S"n(x) < “I'T; v n+ ])x'
Ao torme génbrgj_ —]— ’Sé'.". |
(b) Soit % £ [1,2]. La gérie de terme général — — 2 — est de méme nature que la suite de terme gones nx
B gp i) "affirmer que dsumn 2 Tvn (x) converge.

7
télescopiques) c'est-a-dire convergente. La question (a) permet alors d

[; ell,2], Z va(x) converge.

n>1

(c) Soit x €]1,2). Pour n € N*,

n n 1 n+l1 1 n 1 [ 1 ]" i ( 1 _ {)
= —— —dt = + == 1)1 2
f; i e I fx 1% k" ! k=1 w (n.c+1)
et quand n tend vers +co, on obtient Z va(x) = Ux)— =
n=I

vx €]1,2], Zvn{x —CX)—-—— I
n=I

(d) Soit n € N*. D'aprés (a), pour x € [1,2], on a

1
0< < )___ G oo
Z vi(x) < Z ~ T 1\: mIie (série télescopique)
Lenal Vemnat \ \ : LT sy
. B
n
I
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(b) Ma

--‘-- rend vers © quand n tend vers 400, on A mornré que
1

ct done sup {‘ Z villx)', x € [1,2] < ———] Comme
tkeni ntl nt
| v, converge uniformément Vers 1a fonction nulle sur

la suite des
les rostes de In série de fonctions de terme généra

11,2} ou

crncore
e I R e
[ la stric de fonctions de terme général va. 1 > 1, converge aniformément sur

e) \
g ) lontr::us tout d'abord que chaque fonction vy est continue Sur f1.2l.
oit n € N*. Pourx € [1,2]. on a

1
f ln(n-}l!«i—lnnsix:l

o7 n
.\n(x)—i ot 1 ( 1 r il )qixd‘ 21'
J o\ mrr o o .

nx
nd vers 1,

Déja la fonction vn est continue sur J1,2} et quand x te
ix=T}Inin+1) e-(i—‘llln(n’

\n(x]'—n,‘_"}x#] \(ﬂ.-‘—])" l—nx-l -*—;;4- o
1 1—(x— A== o
Al = (x Himn+1) -0 —(x N +0te=1 _ ¥ _ jytn 4 1) — In(n}) +ofD)
nx x—1 . n
converge uniformément Sur

=vn(1)=+o(1).
jons de terme genéral vn

[1,2] et puisque Ia série de fouctio

est coutinue sur
[1,2] et en particulier en L

Ainsi, chaque Vn
ot

[1,2]. la sonune Z v, est une fonction continue sur

n=1
On deduil aiors de in question (¢} que
~cc
 Jlim, (cm— ————) o Ml Y walli= Y,
n=1
et donc queé -
[ 1 ]
uUx) —— +y+oll)
-—H‘ -1
: L p) L2 o done BV
10 Application En comparant les développements obtenus en 8. et 9., on obtient = o v et donc ¥\
fm o a2 2 yin2
x>0, Flx y—}_’_( Zjyr=c o dose Z‘-———T;—-—— ==l
n=

on 2 vu que pour =

4
23
,,m_l’i.:_ Mais
5 eahEs 2 //—‘
| = (-—l\“"lnn m2(ln2-2y)
(=1 P
n 2
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