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PROBLEM.

Etude d’une équation aux dérivées partielles

il

Premiére partie : Quelques résultats préliminaires utiles

1.1 Noyau de DIRICHLET

111V € R, —0 € R et D,(-6) = E ¢k(=0) = Zc”o = D,(6). Donc D, est 27-

k=-n l=n

périodique.
1.1.2 Par linéarité de l'intégrale, on a :

/ D.(0)d0 =} / e0dg = / d0 = 2. (3)

k=-n -
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e S EVAIUN UL T =/ FILICKLAI S

113 510 € R\2xZ, alorg L0 # 1.
Z est la somme de 2n + 1 termes consécutifs d'une

suite géome
8 trique de raison c‘o # 1, le premier étant ¢". Ainsi :

n

‘ko g -— i(2n+l 0 :2n+1 :2n+1 -2n41 . 0
2 :C = g~nd ICR) g e_'-no et"7 9 c"'z_;_o — c"-zt'o £ sin ((Qn + 1)'2)
i 1—ef 7 AT sin (§)

Sif ;
€ 277, alors Z ko _ Z AR

k=-n k=—-n

2
1.2 Quelques Propriétés des éléments de %2 (R,C)

1.2.1 La fonction [ étant continue sur le segment [0, 2], donc elle est bornée sur ce Seg-
ment :

IM > 0¥z € [0,27], |f(z)] < M.

Siy € R,ilexistez € [0,27] etn € Ztels que y = z+2nm etdonc | f(y)| = [f( (z+2n7)| =
|f(z)| < M. Ainsi f est bornée sur R.

1.2.2 Par CHASLES, on a:

atn =K m 1 atn
/ g(t)dt =/ g(t)dt-i-/ g(t)dt+/ g(t)dt
— ™ a+m
/ g(t)dt TE / g(u—2m)du = ——/ g(u)du.
a-7 a+mn T

atnw . ] g
/ " g(t)dt:/ g(t)dt.. (4)
a-m 7 vey | —.1r J
.3 Lemme de LEBESGUE

Montrons le résultat général suwant Sozt (a b) E IR2 tel que a < bet f: [a,b] — C une
fonction continue par morceaux. Alors

lin / f(t)eMdt =
A-r+00

La propriété est claire si f =1, puisque:

b
/ eiltdt —
a

Dong, par linéarité et la relation de CHASLES, la propriété est vraie pour toutes les fonc-
tions en escalier sur [a, b).

D’autre part,

2
o
Al

eiMb _ gida

A
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o > 0,1l existe ;oo
: toutc > U,
> . alors pour
t f: [a,b] = C continue par morceaux, a I
i i e
Soit maintenan e,

escalier sur [a, b] tel que If = ¢lle < €

On a alors, pour tout réel A > 0:

/ - "“""""‘"I < (1) - e dt < (b= a)e,

d’autre part, il existe \y > 0 tel que VA > )\, ona:

h
[ <.
On obtient ainsi, VA > P

[ / 'mw.ul < I / °(/m - w(!))f'”‘«lf’ + I / "M,w,nl S+ (b-a)e

ce qui preuve que

b
lim /[(l)c“'d! = (),

De méme on a lun

/ f(e™™dt = 0. Donc si [ : [a,b] = R est une fonction continue
A-si oo
par morceaux, alors

b
hm /f(t)ros,\tdl- ln’n /f(l)sin)td!:O

¢ t
En particulier, lim Ju(h) = li?l / h(t) sin ((L’n 4+ 1)5) dt =0,

Deuxidme partie
Convergence ponctuelle de la série d
d’un élément de . (R,C), k
2.1 Quelques Propriétés des ¢
2.1.1 901tfcf‘(R C)

e FOURIER

oefficnents de Fourier

oy

Donc la famille (e

(/) ez est bornée,
2.1.2 Une

intégration par parties fournit, pourtoutn ¢ 7,
"n(f’) - 'L hf ’)(’ m'(" = [f t)eint] 2" mn 2
2 (t)e ]o il

27 J, f(t)e=mtyqy _ ne,(f).
213 Ona, d’apres [, question précédente (5),

b

(ﬂ(f") = 7‘"(‘1.(]')

in(ine, (f) = ~ne el f).
4/10
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\ ’

rgence normale de 13 g¢

; , co onve rie de fonction § :

S{(”:o ; ctions 1 f) pour [ €
n

¢2 (R, C)
nenN
321 On 2 d'aPRES (6), Jou ()| = — |, (7

M
— 1
27

)| < —5,0u M estun majorant de ¢, (f"). La série
—; étant conver ente, d
neN* g one la famllle (C"(f)

nez €st sommable.
222 Vr€R,ona:

lun(f [)(z)| < lea(S)| + le-n ()

term
Le terme majorant ( ne dépend Pas =) définit une série numérique convergente, donc
la série de fonctions Z u,

f) converge normalement sur R.
nenN ‘

2.3 Convergence ponctuelle de Ia série Z un(f) pour f € €. (R,C) : Théoréme de DIRI-
CHLET

ncN
23.1 Ona
S,l(f)(flf) Z Uy (f) (-'L') = co(f 3-) L ch eikz 4 é_k(f)e——ikz - Z Ck(f)cikz.
k= k=d AL k=-n
Vn € N, Vz € R, on peut écrire :

n

SN@ =3 alf)e =3 / J(t)eMeHedt = o f J(t) Da(z — t)dt.
k=—n

k=-n
2.3.2 Posons u = z — t, donc

u(f)(a‘) —/ J()D (x t)dt = % T Flm)Dy (u)dz—l

i o f(:c —u) Dy ()¢
La derniére égalité decoule de (4). :

233 Soitn € Netz € R,ona f(z) = —/ J(2) Dy (t)dt d’apres (3) D’ou

5.0 -16) = 3= [ (== @)D,
ai o fT i sm(2n+1)2)
g | Ve =0- fa =

1 (" |
B /_7r gz(t) sin ((Qn +1) (2)) dt. Il est clair que g, est cor

nue sur [—7 7]\{0}, comme rapport de deux fonctions continues, de plus

2.3.4 OnaS,(f)(z)-f(z) =

_ i 1E=0 - /(@) |
L e

D’out la continuité de g, sur [, 7]
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limite en 0), le
admet une
fonction continue par morceaux sur [—, ] (elle
C A
g, est une fon

t
L i [ (2n +1) (-)) dt a une
indique que l'intégrale o— [ g+()sin { ( 2 .
lemme de LEBESGUE indique q 2r d—; lim Su(f)(z) = f(z) et ceci pour
’ 2 td: n
. d vers l'infini. Autremen S
+ limite nulle quand n ten R S
. e simple
b tions ) u,(f) converg
tout r € R. Cela montre que la série de fonc rg
vers la fonction f.

] rergente sur R ( la
2.4 On sait que la série de Fourier de f, Zun (f) est normalement converg

n=0 00
. ) Sg = U, (f)
question ), donc uniformément et simplement convergente sur R. Posons g ; g
o0
D'apres le théoréme de Dirichlet, g coincide avec f en tout point = de R, Ainsi 5_; un(f)
. n=
converge normalement R vers f. '

Troisiéme partie
étude d'une équation aux dérivées partielles
3.1 Une équation de sommabilité |

Application 3 I’

3.1.1 Utilisons I'inégalité de Cauchy Schwartz, pPourtoutn € N, on 5 -

n

b s < ) 1 " P i

k=§¢ok:ak! h_%#oﬂaklks (_Z ,k‘*ai) ( p ~)
- 2 3

<V3 ka2 = .
(k:—%’:;eo ak) (Z k? ) !

Rl=

'inégalité en Question :

donc gar C,Onfparaison la famijje (a,) ity ,..li’fm Sl e =N (i
utre fois | In€galité de Cauchy Schv’:r;retzz ecfrtl S:l:g?nible. D'auh'e part, en ;Ti’lisantgu |
, . e
klay| <
;n !ﬂd~‘;"( \/!a\d) lax] < (i k2,0k') n
r[rﬁute ea drojte admeg une limits ¢ . = (k;‘,, ,ak,
mab?es @ )nez et (n’q, nez Son s:)te '€ quang ,, end verg |-
N - . "OMmabeg donc [, ¢
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Confv“"c“on d’un élément de ¢ (R, C)
3.2

51 pour tout 7 € B 1fu(r)] < Jau| + o] etla série 3 (Jaq) + fa o)) = I laa| converge,

nel nez

donc la série E Jn converge normalement sur R.
nen

3.2.2 Les fonctions f,, sont 2n-périodiques et la convergence simple conserve la périodicité,
donc [ est 2r-périodique.
D’autre part les fonctions f,, sont continues sur R et la convergence unifomc (la
convergence normale entraine la convergence uniforme) conserve la continuit¢, donc
J est continue sur R,

o
3.2.3 Soit n € N fixé. Pour tout z € [—m, 7], on pose f(x)e ™ = Zuk(?’) avec ux(r) =

n=0
(uu:'k‘r + (1.-;4:"“") e & 1 P

()| < lar| + la-xl-
; ' : 1
Cette inégalité montre que la série de fonctions Z uy, converge uniformément sur e

keN
segment [, 7], d’ou la possibilité d’intégrer terme a terme::

. ; = [T ikz —ikzY ,~inz ]
/ f(x)e ™ dx = E/ (axe™ + a-xe )e T
L k=0Y""

0o - :
as / (akei(k-n)x s a—ke—x(k+n)z) dz

’ f(z)e~"*dz = 27a,. %)

2
3.2.4 Les fonctions f, sont des fonctions de classe % sur R et Vr € B, Jia(x) =~ InlE):
" Donc |f"(z)| < n*(|an| + |a-n|, le terme majorant définit une série numérique conver-

. 2 4 ' 2o ] "
gente, car la famille (n%a,)nez est sommable, donc la série E [ converge normale

p nelN
ment et donc uniformément sur R, par le théoréme du cours, f est de classe €* sur
R,etVr € R, .
fi(@) = = Y_ndfa(z).
n=0

3.3 Existence d'une solution du probléeme
33.1 YneN,V¥(z,t) e R* ona:

[wa(z, )] = | fa(2)] < lan| + |a-|

Donc, comme précédemment, la série Z wy converge normalement sur B2
nch ’
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converge uniformément sur

r R?, la série Wy,
3.3.2 Les fonctions w, sont continues su ,,%

R?.
[R?, donc la fonction somme w est contmue sur

) f) - fu(
t¢ € R fixé, Les fonctions x — wa(z,
?,? lle sont, donc z — w(z,t) est 2r-périodique car |

périodicité.
3.3.3 Soit » € R fixé. Les fonctions t — w,(z,t) =
dérivées sont données par :

%(;1.‘, i) = —infw, (z,1)

Ye~""! sont 2m-périodiques car les
a convergence simple conserve la

fu(@)e~"*t sont dérivables sur |, les

Deplus! =(z,t)| € nPlwn(z,t)| < n*(|an] +]a-n|), d ‘apres I’hypothese sur la famille

(@n)nez, la série Z .) converge normalement sur R. Donc on peut conclure
neN ; .
que w admet une denvée parbelle par rapport a ¢, et que

(:z: t) = —zZn w,,(a: ()
n=0 I
- (')w,. : g in ; 2 .
Les applications (z,t) 7l (:r t) = —in"wn(z,t) sont continues sur R?, la série
ow, 0 ;
¢ converge normalement sur R? donc (z,t) ~ a—l:(m, t) est continue sur R2,

neR?

3.3.4 Soit t € R fixé. Les fonctions z r w, (r t) = fu(z)e ™"
dérivées sont données par:

ow, . .
0 n(x l) — zn(a,,c - "e—mz)e—mﬁt

" sont dérivables sur R, les

D ow,
e plus —(:z:, t) < n(la,| + la_n|), d’aprés 1a question 3.1.2, la famille (

Own 1 .
sommable, on en déduxt que la série }: — converge normalement sur R% Donc on

nan ) nez est

. nenN
peut conclure que w admet une dénvee parhelle par rapport a z, et que

' { ; -—-(J;, _zzn(a emz : nc—-in.z)c—'iu?g.

n=0

Les applications T,t) —» —2 6“"
(z,1) ¥ (z,1) sont contines sur R?, la série Z —— converge

normalement sur R?, donc Qu, _y e
' (x’t)Hc'Tc(T» t) estcontinue sur g2, "' 1

sur R et que
w o0
A o\Vl)i=ras E 2 00
()_rz( ”) n +(I ne mz) -m’t 9

n=( n w,, & L
" o
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3.3.5 La fonction w vérifie Jeg

o VI €R, T 1 Propriétés suivantes :

. z,t) est 2m-périodique,
e les dérivées Partielles O P 0w

ey — s o 8 . 2
° V(J,“t) c Rg' Ox' Ox2 et Ol existent et sont continues sur &%,
0*w o o
Dx2 Yok 2 i —1n
Jx? (.'B, ") + 'LW((B, l) = - Z .“I-(”“cmz‘ 8 (l...n(l_h”)(f At
n=0

n—0

o 31 Z 7'1‘21”"(3:’ L) + 1 (-—'i Z n?w,(z, f))
=‘ v()‘f o
* w(z,0) = f(x).
Donc w est bien solution du probleéme posé.
3.4 Unicité de la solution du probléme

. . Bv —inr 3
3.4.1 La fonction (z,t) = v(z,t)e™™"* admet une dérivée partielle (z,t) = -5;(18,1)0 qui
est continue sur R? et donc bornée sur tout compact de la forme (-7, 7] x [—a, o) (>

0), donc d’apres le théoreme de dérivation de fonctions définies par une intégrale, la
fonction b,, est de classe ¥ sur RetVt € R,

B = = [ (e, e dz

2m J_n Ot
= % —:% x,t)e" " dx
= 517_1' [%(x,t)e'i"”]i - —21—17; ;-g%(m,t)e_""’dx
= —2%_- [v(:x:,t)e“'"’]:r - %:; _: v(z,t)e” "z = —%L;- jﬂv(:n,t)e"""dx
= —in?bu(1).

Donc b, vérifie I'équation différentielle y +in*y = 0.

Par définition,on a:
™ ™

1 : 1 .
1u(0) = 5= [ @0 e = o | fla)e ™z = an.

La derniére égalité est une conséquence de (7).

3.4.2 La solution de I'équation différentielle ' + in?y = 0 est de la forme y(t) = X
comme b, vérifie 'équation différentielle et b,(0) = a,, alors par unicité on a

3t

Vi€ R, by(t) = ba(0)e™™" = aue™™".
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3.4.3 Pour tout (z,t) € R?et toutn € N,on a

. . 7
a iRy e inz —zn:x:) —in t.
‘U,,(.’I?, t) = a,e in teln.‘t +a_,e in tc inr _ ((l" +a_., € €

D’otlx :
,'Un(.'If,t)l < la", 5 ,a""’,'
Cette inégalité montre la convergence normale de la série de fonctions Z v, sur R?,

| neN
Par hypothése, V¢ € R, la fonction z s v(z,t) est un élément de €} (R, C), donc sa

série de Fourier Z (b,, [l E b_,,(lz)c"'"‘D = Z vn(z,t) converge normalement sur

neN neN
Rvers z — v(z,t) (la question 2.4 ), d’on :

V(z,t) € R?, v(:z: t) = Zv,,(:v t)

‘n=0 |

Et comme v,,(:r, t) = (a,,e""I +a_,e "””) eindt(s fn(a:)e n’t alors

i) R e t)_zvncc t)—an (e = w(z, 1)

n=0 . n=0 -
Ceci montre que le probléme posé admet une solutlon umque

Scanned with CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

