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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Suites de fonctions

Exercice 1

Etudier les convergences simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1) a) fn(x) = xn(1− xn), x ∈ [0, 1]
b) fn(x) = (sinx)n, x ∈ [0, π

2
]

c)fn(x) =


2n2x si x ∈ [0, 1

2n
]

−2n2(x− 1
n
) si x ∈ [ 1

2n
, 1
n
]

0 si x ≥ 1
n

d) fn(x) =
xn

1 + xn
, x ∈ [0,+∞[

2) Etudier la convergence simple de la suite de fonction suivante :

fn(x) =


(1− x

n
)n si x ∈ [0, n[

0 si x ≥ n

Exercice 2

On considère (fn)n∈N∗ la suite de fonctions dè�nie par ∀n ∈ N∗, fn(x) =√
x2 + 1

n
.

1) Montrer que la suite (fn)n∈N∗ converge simplement sur [−1, 1] vers une
fonction f que l'on déterminera.
2) Montrer que la suite (fn)n∈N∗ converge uniformèment sur [−1, 1] vers f .
3) la suite (fn)n∈N∗ converge t-elle uniformèment sur [−1, 1]

Exercice 3

1) Déterminer les limites des suites suivantes :

an =

∫ 1

0

ne−x

2n+ x
dx. bn =

∫ +∞

0

n sin(x
n
)

x(1 + x2)
dx, cn =

∫ +∞

0

(
sinx

x
)ndx.

Exercice 4 (d'aprés concours 2011)

1) Véri�er que pour tout x > 0 la fonction t 7−→ e−ttx−1 est intégrable sur
]0,+∞[.

On pose pour tout x > 0, Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1 dt.

2) Pour tout n ∈ N∗, on pose fn : [0,+∞[−→ R dé�nie par :

fn(x) =


(1− t

n
)n tx−1 si t ∈ [0, n[

0 si t ∈ [n,+∞[

a) Vèri�er que pour tout u ∈]− 1,+∞[, log(1 + u) ≤ u.
b) Montrer que 0 ≤ fn(t) ≤ tx−1e−t ∀ t ∈ [0,+∞[
c) Montrer que la suite de fonctions (fn) converge simplement vers la fonc-
tion f : t 7−→ tx−1e−t

d) Déduire que

lim
n−→+∞

∫ n

0

(1− t

n
)n tx−1dt = Γ(x).

3) a) Montrer que

∀x > 0, ∀n ∈ N,
∫ 1

0

(1− u)nux−1du =
n!

x(x+ 1)...(x+ n)
.
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b) On pose pour n ∈ N∗ Γn(x) =
nxn!

x(x+ 1)...(x+ n)
.

Déduire de ce qui précède que ∀x > 0, lim
n−→∞

Γn(x) = Γ(x).

5) a) Pour n ∈ N∗, donner une relation entre Γn(x+1) et Γn(x) pour x > 0.
b) Déduire que ∀x > 0, Γ(x+ 1) = xΓ(x).
c) Déduire la valeur de Γ(n+ 1), n ∈ N.

Exercice 5

Soit α > 1, pour n ∈ N∗, on pose

fn(t) =
1

(1 + tα)n
, t ∈]0,+∞[ et Un(α) =

∫ +∞

0

dt

(1 + tα)n
.

1. Montrer que ∀n ∈ N∗, fn est intégrable sur ]0,+∞[.

2. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)n∈N∗.

3. Montrer que la suite (Un(α))n∈N∗ converge vers 0.

4. a) Justi�er ∀n ∈ N∗, Un(α) > 0.

b) Montrer pour tout n ∈ N∗,
Un+1(α)

Un(α)
= 1− 1

nα
.

5. En déduire l'expression de Un(α) en fonction de U1(α).

6. On considère la suite (Wn(α))n∈N∗ dé�nie par :

Wn(α) = ln(Un(α)) +
lnn

α
.

a) Montrer que la série
∑
n≥1

Wn+1(α)−Wn(α) est convergente.

b) En déduire qu'il existe un réel K(α) > 0 tel que Un(α) ∼
K(α)

n
1
α

.

Exercice 6 "D'aprés Mp 2019 ".

1. a) Montrer ∀m ∈ N, t 7−→ tme−t
2

est intégrable sur R.

On note Im =

∫ +∞

−∞
tme−t

2

dt.

b) Montrer que I2m+1 = 0 et I2m =

√
π(2m)!

m!4m
.

(On admet que

∫ +∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π.

2. Montrer que la fonction t 7−→ t2m(1 +
t2

n
)−n est intégrable sur R si et

seulement si n > m.

3. Soit t ∈ R �xé. En étudiant les variations de la fonction gt : x 7−→
gt(x) = −x ln(1+ t2

x
) sur [1+∞[, montrer qu le suite ((1+ t2

n
)−n)n∈N∗

est décroissante.

4. Montre que lim
n←−+∞

∫ +∞

−∞
t2m(1 +

t2

n
)−ndt =

√
π(2m)!

m!4m

Problème "Théorème de Weirstrass et applications".

Partie I Cette partie a pour objectif de démontrer le Théorème de Weirs-
trass.

Soit f une fonction continue sur [0, 1] à valeurs dans IK = R ou C.
Pour n un entier supérieur ou égale à 2, on dé�nit le nime polynôme de
Berenstein associé à f par :

Bn(f) =
n∑

k=0

Ck
nf(

k

n
)Xk(1−X)n−k.

1. Déterminer le polynôme Bn(f) dans chacun des cas suivants :
f(x) = 1, f(x) = 1− x et f(x) = x(1− x), ∀x ∈ [0, 1].

2. En déduire que
n∑

k=0

Ck
n(k − nX)2Xk(1−X)n−k = nX(1−X).

3. a) Justi�er que pour ε > 0, il existe α > 0 tel que si x, y ∈ [0, 1] avec
|x− y| ≤ α, alors |f(x)− f(y)| < ε.
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4. En considérant les ensembles suivants :

A = {k ∈ {0, ..., n}; |x− k

n
| ≤ α}

et B = {k ∈ {0, ..., n}; |x− k

n
| > α} avec x ∈ [0, 1],

montrer que la suite Bn(f) converge uniformément vers f sur [0, 1].

5. Déduire le théorème de Weirstrass :
Pour toute fonction f : [a, b] −→ IK continues, il une suite de fonc-
tions polynômiales (Pn)n∈N qui converge uniformément vers f sur
[a, b].

Partie II Le but de cette partie est donner des applications du Théorème
de Weirstrass.
Application 1 .

Soit f une fonction continue sur [a, b] à valeurs dans IK = R ou C telle que∫ b

a

tnf(t)dt = 0, ∀n ∈ N.

Montrer que f est la fonction nulle.

Application 2 "D'aprés MP2017".

Soit E = C[a, b] = {f : [a, b] −→ IK continues muni de la norme de conver-
gence uniforme ||f ||∞ = sup

x∈[a,b]
|f(x)| et on considère P l'espace des fonctions

polynômiales de [a, b] −→ IK.
1) Montrer que d(f,P) = 0, ∀ f ∈ E.
2) On pose Pour u ∈ E, on pose D(u) = {f ∈ Etel que d(f,P) = ||u− f ||}.

Montrer que D(u) = {u} si u ∈ P et D(u) = ∅ si u /∈ P .

Application 3 "D'aprés MP2023"

On pose C[0, 1] = {f : continues sur[0, 1].} qu'on muni de la norme
||f ||∞ = sup

x∈[0,1]
|f(x)| pour tout f ∈ C[0, 1].

On note C0(R+) = {f : continues et lim
x−→+∞

f(x) = 0} muni de la norme de

convergence uniforme N∞(f) = supx∈R+ |f(x)|, pour tout f ∈ C0(R+).
Soit F = {g ∈ C[0, 1]; g(0) = 0} et on désigne par P l'espace des fonctions
polynômiales.

1. Montrer que F est un hyperplan fermé de C[0, 1].
On note P0 = F ∩ P = {f ∈ P ; f(0) = 0} et on �xe g ∈ F .

2. a) Justi�er qu'il existe une suite de fonctions polynômiales (Pn)n∈N
qui converge uniformément vers g sur [0, 1].
b) En déduire que la suite (Qn)n∈N dé�nie par Qn = Pn−Pn(0), ∀n ∈
N, converge uniformément vers g sur [0, 1] et que P0 = F .

Soit h ∈ C(R+) et on note g(t) = h(− ln t), t ∈]0, 1].
3. Justi�er que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1] notée

encore par g et qui appartient à F . Comparer N∞(h) et ||g||∞.
4. En déduire qu'il existe une suite de fonctions polynômiales (Pn)n∈N

telle que la suite e−x(Pn(e
−x)n∈N converge uniformément vers h sur

R+.
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