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Suites de fonctions
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Exercice 1

Etudier les convergences simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1) a) fo(z) = 2"(1—2"), z€[0,1]
b) fulz) = (sina)", = € [0.%]

2n2x siz e |0,5]
O ful) = 202w —1) siwe L]
0 six > %
D) fola) = Ty w10, 40|

2) Etudier la convergence simple de la suite de fonction suivante :

(1—=2)"sizel0,n]

fn(‘r) =
Osiz>n
Exercice 2
On considére (f,)nens la suite de fonctions défips Nx, fo(z) =

a2+
1) Montrer que la suite (f,,)nen«
fonction f que 'on déterminera.

2) Montrer que la suite (f,)nen« converge uniformément sur [—1, 1] vers f.
3) la suite (fy)nens« converge t-elle uniformément sur [—1, 1]

sur [—1,1] vers une

Exercice 3

uivantes :

nsin(%)
— oy e, =
(1 + x?)

ue pour tout x > 0 la fonction ¢t — e~

“+oo
ose pour tout x > 0, I'(x) = / e "t dt.

ttm—l

oo sinx.
/0 ( . )tda.

est intégrable sur

0
2) Pdur tout n € N*, on pose f, : [0, 400[— R définie par :

(1= Ly =l s te0n

0 si t € n,+oo]

a) Vérifier que pour tout u €] — 1, 4+o00[, log(1 +u) <u
b) Montrer que 0 < f,(t) < t*“let V¢ € [0, +o0|

¢) Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonc-

tion f:tr— t* le !
d) Déduire que

n

im [ (1= e de = Ta).

n—-+o0o 0 n

3) a) Montrer que

n!

1
Vo >0, Vn €N, / (1 —u)"u* 'du =
0 z(x+1



n*n!

r(x+1)..(x+n)
Déduire de ce qui précéde que Vz > 0, hm Iy (z) =T(2).

b) On pose pour n € N* I')(z) =

5) a) Pour n € N*, donner une relation entre Lz +
b) Déduire que V:zc >0, I'(z+1)=2al(z).
c¢) Déduire la valeur de I'(n + 1), n € N.

Exercice 5

Soit a > 1, pour n € Nx, on pose

Jult) = ——— £ €]0, 00| et Un(a) /+°° dt
n(t) = ——+, oo et Uy(a) = —_—.

1+t Gy
1. Montrer que Vn € Nx, f,, est intégrable sur |0, +00].
2. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,)nen«-
3. Montrer que la suite (U, (@))nens converge vers 0.
4. a) Justifier Vn € Nx, U, (a) > 0.

U, 1
b) Montrer pour tout n € N*| ﬂ =1-—.
Un()

5. En déduire I'expression de U, («) en fonction de

6. On considére la suite (W, («))nens définie par :

a) Montrer que la série Z

n>1

b) En déduire qu’il existe un réel

Exercice 6 "D’aprés Mp 2019 ".

1) et T,y (x) pour x > 0.

1. a) Montrer Ym € N, t — e est intégrable sur R.
+oo
On note I, = /

o0

" est intégrable sur R si et

étudiant les variations de la fonction ¢; : x —
2 . 2
£) sur [14 oo[, montrer qu le suite ((1+5)™"

VT (2m)!

ml4m

)nEN*

—+00 t2
(1 4+ =) "dt =
n

—00

e "Théoréme de Weirstrass et applications".

Parti

trass.

I Cette partie a pour objectif de démontrer le Théoréme de Weirs-

Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs dans /K = R ou C.
Pour n un entier supérieur ou égale a 2, on définit le n"™¢ polynome de
Berenstein associé a f par :

X’“ (1—X)"*,

ZC’“

1. Déterminer le polynome B, (f) dans chacun des cas suivants :

flx)=1, flx) =1—z et f(z)=x(l —x), Yo € [0,1].
2. En déduire que Z CH(k

nX)2X*(1 - X)"F =nX(1 - X).
3. a) Justifier que pour € > 0, il existe o > 0 tel que si x,y € [0, 1] avec

[z —y| <, alors |f(z) = fy)] <e.
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4. En considérant les ensem}?les sulvants :
A={ke{0,n}ilo— 2| <a)
n

k
et B={ke{0,...,n};|x — —| > a} avec z € [0, 1],

n
montrer que la suite B, (f) converge uniformément vers f sur [0, 1].
Déduire le théoréme de Weirstrass :

Pour toute fonction f : [a,b] — IK continues, il une suite de fonc-
tions polynomiales (P,)neny qui converge uniformément vers f sur
[a, b].

Partie II Le but de cette partie est donner des applications du Théoréme

de Weirstrass.

Application 1 .

Soit f une fonction continue sur [a,b] & valeurs dans /K = R ou C telle que

b
/ " f(t)dt =0, Vn € N.

Montrer que f est la fonction nulle.

Application 2 "D’aprés MP2017".

gence uniforme ||f||c = sup |f(z)| et on considére P Pespace
z€[a,b]

polynomiales de [a,b] — TK.

1) Montrer que d(f,P) =0, V f € E.

2) On pose Pour u € E, on pose D(u) = {f G(Bt&quu

Montrer que D(u) = {u} siu € P et D(u) =0 si u ¢ P.
Application 3 "D’aprés MP2023"

On pose C[0,1] = {f : conti

| flloc = sup [f(z)| po
z€[0,1]

On note Co(R™)

sur[0,1].} qu’on muni de la norme

Soit F = {g € C[0
polynomiales.

n hyperplan fermé de CJ0, 1].
NP ={feP; f(0)=0} et on fixe g € F.

Enjeduire que la suite (Qn)nen définie par Q, = P, — P,(0), Vn €
converge uniformément vers g sur [0, 1] et que Py = F.

oit h € GR™) et on note g(t) = h(—In ), ¢ €]0,1].
Justifier que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1] notée
encore par g et qui appartient & F. Comparer N (h) et ||g]]oo-

En déduire qu’il existe une suite de fonctions polynomiales (P,),en
telle que la suite e * (P, (e *)nen converge uniformément vers h sur
R*.
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