Série II" Suite de fonctions"

Exercice 1 Soit a € R et (fu)nene la suite de fonctions définie sur [0,1]
par :
vz € [0,1], fa(z)=n"2"(1-1).

Etudier de la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions

(fn)"GN' .

Exercice 2 Soit (f,)nen la suite de fonctions définie sur R, par :

Vz € R, fa(z) = arctan(nz).

1 Déterminer la limite simple [ de (fu)nen sur R.
2 La suite de fonctions (f,)nen converge-t-elle uniformément vers f sur

R?
8 Montrer que pour tout a > 0, (f,),en ne converge pas unifo
vers f sur]0,al.

4 Montrer que pour tout a > 0, (f,)nen converge u ent 1
sur [a, +00|.

1. Montrer que (f,)nexn converge simpldment sur )0, +oo[ vers la fonction

£
2. Montrer que pour tout a > 0, (f,)ncn converge uniformément vers f
sur [a, +o0|.

3. La suite (fy)ntri\convelge-t-&lle uniformément vers f sur]0,+:>o[ ?

Exercice 4 Soient fg R
polynomiales qui

uné fonction et (Py)nen une suite de fonctions
brmément vers f sur R.

un entier naturel N tel que Yn > N, Vzr €
<1

en déduire de P, — Py pour toutn > N ?

uftout n > 1 et x € R, on pose fu(z) = (1+Z)". Etudier la
convergence uniforme de (fn)n>1 sur R.

Exercice 5 Soient (f,,)nen une suite de fonctions définie sur [a,b] vers R et
f : [a,b] = R. On suppose que :

— f est continue sur {a, b],

— Pour tout n € N, la fonction f, est croissante sur |a,b].

— (fn)nen converge simplement vers f sur [a,b]. Soit ¢ > 0.

1. Justifier qu’il existe a > 0 tel que pour tout z,y € [a,b], |z —y| € a
= |f(z) - f(y)| <
2. Soit (dk)o<k<p unme subdivision de [a,b] de pas « (ie.
maXg<i<p-1 |ar+1 — ax] = a). Montrer qu’il eziste N € N tel que
pour tout n > N, - -et pour tout i € {0, ...,p}), |fula:) — fa:)| £ %

3. En déduire que (f,)nen converge uniformément vers [ sur [a,b].
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Exercice 6 Soient a et b des réels tels que a < b, et soit f [a,b] = C une
fonction continue par morceauz. On se propose de montrer :

lim /b f(t)sin(nt) dt =

n-—-too a

Pour fout n € N, on pose

Ju(f) = /b f(t)sin(nt) dt.

1. Vérifier que si f est une fonction constante, alors la suite (J,,( f ))nen
converge vers 0. '

2. Montrer que si f est en escalier sur [a,b), alors la suite (J,(f))n
converge vers 0.

3. En ulilisant un résullat d’approzimalion a prcc1ser montrer que la
suite (Jn(f))nen converge vers 0.

Exercice T 1. Soit f : [a,b] - R continue telle que

ions polyndmiales telle que (Qn)nen
sur [a,b). On considére (Pp)nen la

b
44 Fé; j Qult) dt.

b
/éri b Pa(t)dt = 0 et que (Py)nen converge uniforméments

veriyf sur [a,b].

: [a,b] = R de classe C'. Montrer qu’il existe une suite
Jne suite de foctions polynémiales telle que (P,)nen converge

niforméments vers g sur [a,b] et (P)),en converge uniforméments

vers g' sur [a, b]
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