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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série I "Séries de Fonctions

Exercice 1 .

On considère (an)n∈N∗ une suite réelle positive et décroissante.
Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ [0, 1], on pose fn(x) = anx

n(1− x)

1. Montre que la série de fonctions
∑
n≥1

fn converge simplement sur [0, 1].

2. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

fn convergence normalement sur

[0, 1] si et seulement si la série numérique
∑
n≥1

an
n

converge.

3. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

fn la convergence uniformément

sur [0, 1] si et seulement si la suite (an)n∈N∗ converge vers 0.

Exercice 2 .

Pour n ∈ N∗, on pose fn(x) = (−1)n
x2 + n

n2
, x ∈ R.

1. Véri�er que la série de fonctions
∑
n≥1

fn converge simplement sur R.

2. Etudier la convergence normale de la série
∑
n≥1

fn.

3. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

fn convergence uniformément

sur tout segment de R.

4. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

fn ne converge pas uniformément

sur tout R.

Exercice 3 .

Pour n ∈ N, on pose fn(x) =
x

1 + n2x2
, x ∈ R et f(x) =

+∞∑
n=0

fn(x).

1. Véri�er que f est bien dé�nie sur R et qu'elle est impaire.

2. Montrer que f est continue sur ]−∞, 0[∪]0,+∞[.

3. A l'aide d'encadrement par des intégrales, montrer que pour tout
x > 0,

π

2
≤ f(x) ≤ x+

π

2
.

4. En déduire que la série
∑
n≥1

fn ne converge pas uniformément sur les

segments ]0, α].

Exercice 4 .

On pose f(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n
e−nx

n
.

1. Montrer que le domaine de dé�nition de f est [0,+∞[.

2. Montrer que f est continue sur [0,+∞[.

3. Montrer que f est de classe C1 sur ]0,∞[ et exprimer f ′ a l'aide de
fonctions usuelles.

4. Déterminer la limite de f en +∞.

5. Déduire l'expression de f sur [0,+∞[.
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Exercice 5 .

On considère la série de fonctions
∑
n≥2

fn avec fn(x) =
xe−nx

ln(n)
.

1. Véri�er que la série
∑
n≥2

fn converge simplement sur [0,+∞[. On

posera

f(x) =
+∞∑
n=2

fn(x).

2. a) Justi�er que la série
∑
n≥2

1

n ln(n)
est divergente.

b) Etudier la convergence normale de
∑
n≥2

fn sur [0,+∞[.

c) Montrer que la série
∑
n≥2

fn converge normalement sur [a,+∞[,

a > 0.

3. a) Véri�er que ∀ x ≥ 0, ex ≥ x+ 1.

b)Montrer que pour tout x ≥ 0, |Rn(x)| ≤
x

ex − 1

1

n+ 1
.

4. Montrer que f est continue sur [0,+∞[.

5. Montrer que f est dérivable sur ]0,+∞[.

6. Soit g(x) =
+∞∑
n=2

e−nx

ln(n)
.

a) Véri�er que g est décroissante sur [0,+∞[.
b) Montrer que lim

x−→0
g(x) = +∞.

c) Déduire que f n'est pas dérivable en 0.

Exercice 6 .
Soit (an) une suite de nombres complexes et (λn)n≥1 une suite de nombres
réels positifs strictement croissante et non majoré. On pose

Da = {x ∈ R,
∑
n≥1

ane
−λnx est abs cv}

On suppose que Da ̸= ∅ et que Da est minoré. On pose σa = infDa

1. Montrer que ∀x > σa, la série
∑
n≥1

ane
−λnx est absolument convergente.

Pour ∀x > σa, on popse g(x) =
+∞∑
n=1

ane
−λnx .

2. Montrer que g est continue sur ]σa,+∞[.

3. Soit z ∈ C tel que Re(z) > σa.

Montrer que la série
∑
n≥1

ane
−λnz est absolument convergente.

4. Soit x0 > σa et β ∈]0, π
2
[.

a) Justi�er que la fonction (r, θ) 7−→ f(r, θ) =
+∞∑
n=1

ane
−λn(x0+reiθ) est

bien dé�nie sur ]0,+∞[×[−β, β].
b) Soit θ ∈ [−β, β], montrer que l'application r 7−→ f(r, θ) est C1 sur
]0,+∞[.
c) Soit r ∈]0,+∞[, montrer que l'application θ 7−→ f(r, θ) est C1 sur
[−β, β] et que

∂f

∂θ
(r, θ)− ir

∂f

∂r
(r, θ) = 0
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