Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série T "Séries de Fonctions

Exercice 1 .

On considére (a,)nens une suite réelle positive et décroissante.
Pour tout n € N* et x € [0,1], on pose f,(x) = a,a™(1 — x)

1. Montre que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].
n>1

2. Montrer que la série de fonctions g fn convergence normalement sur
n>1

. . L, . .. Qp,
[0,1] si et seulement si la série numérique E — converge.
n
n>1

3. Montrer que la série de fonctions Z fn la convergence unifo ent
n>1
sur [0,1] si et seulement si la suite (a,)nens O

rge pers 0.

Exercice 2 .

Pour n € N*, on pose f,(z) =

conerge simplement sur R.

3. Montrer que la série de fonctions

sur tout segment de R.

4. Montrer que la sérigde fomctions Z fn ne converge pas uniformément
n>1
sur tout R.
—+00

ier que [ est bien définie sur R et qu’elle est impaire.

r que f est continue sur | — 0o, 0[U]0, +00].

l'aide d’encadrement par des intégrales, montrer que pour tout
> 0,

T
<z+ —.

< f(x) 5

T
2
4. En déduire que la série an ne converge pas uniformément sur les
n>1
segments |0, .

Exercice 4 .
—+o0

On pose f(x) = Z(—l)"

n=1

1. Montrer que le domaine de définition de f est [0, +o00].

2. Montrer que [ est continue sur [0, 4o00].

—nx

e

n

3. Montrer que f est de classe C* sur ]0, 00| et exprimer f' a laide de
fonctions usuelles.

4. Détermuner la limite de f en 4oc.

5. Déduire lexpression de f sur [0, +o0].



Exercice 5 .
On considere la série de fonctions Z fn avec fp(x) =

n>2

1. Vérifier que la série an converge simplement sur [0,+oo[. On

n>2
posera

est divergente.

2. a) Justifier que la série Z

1
s nln(n)
b) Etudier la convergence normale de Z fn sur 0,400l
n>2

¢) Montrer que la série g fn converge normalement sur |a,+

n>2
a > 0.
3. a) Vérifier que ¥V x> 0,e* >z + 1.
x 1
b)Mont tout x >0, |R,
)Montrer que pour tout x >0, |R,(x)| < r—Intl

4. Montrer que f est continue sur [0, +oo].

5. Montrer que f est dérivable sur |0, +ool.

6. Soit g(x

ln
a) Vérifier que g est décroissante sur [0,
M li =
b) Montrer que xglog(x)
¢) Déduire que f n’est pas

Exercice 6 .
Soit (a,) une suite de nombres complexes et (A\,)n>1 une suite de nombres
réels positifs strictement croissante et non majoré. On pose

est abs cv}

On suppose que D, # () el\que =inf D,

st minoré. On pose o,

1. Montrer qu o érie g ane " est absolument convergente.
n>1
+o0o
Pour , Om’popse g(x) = E ane~ e
n=1

C tel que Re(z) > o,.

nirer que la série Z ane % est absolument convergente.
n>1
. T
4. Soit xy > o, et p €]0, 5[
a) Justifier que la fonction (r,0) — f(r,0) Za e An(@otre?) ooy

bien définie sur |0, +oo[x[—/, B].

b) Soit 6 € [—B, 8], montrer que application r — f(r,0) est C sur
10, +o0l.

¢) Soit r €]0, +oc[, montrer que Uapplication 6 — f(r,0) est C' sur

(=8, 5] et que
af of

ag(r 0)—27"5( 0)=0



