Préparatoire MP2

. -
Sérieslide

fonctions

Prof ;: Nedra Moalla

Exercice 1 .

(=1)"z
1+ )"
a) Etudier la convergence normale de la série Z fnsurR.
n>0

b) Montrer que la série Z fn converge uniformement sur tout segment
n>0 :

1) Soit fu(z) = z€R

[a,b] C]0, +o0].
+00
2) Soit gu(z) = nz*e V" z¢€ R. On pose g(x) = Zgn(x).

n=0
Montrer que g est définie et continue sur ]0, +oc|.

Exercice 2 . 1
1) Vérifier que ¥V = > 0, la série ————— conve
/ fior g ;(n-kl)(n-i-w)

AT y |
u(r) = (z - 1); PR

2) a) Vérifier que u(z) = Z(—

n={,

b) Montrer que la fonction u

Vz>0, u(z)=

3)a) Montrer que liI(I,I‘ ru(zr) = -1
T
b) Montrer que lixixm u(z) = +oc

N
1 1
(Ind : utiliser la mohotgnie deu e u(z) > Z(n-i-l - n+:c)
n=0

pourz >1).

1
4) Justifier que la erie Log(1 + ;) converge. On notera 7y sa

Encalculant h’(z'x), montrer que h(z) = Log(z) + 7.
3

8) Déduire la valeur de / u(z)dzr.
1

» ) Exercice 3 ""Etude de la fonction ( de Riemann"

(Z1)"

nI

+00 1 +0oc
Soit ((z) = z = et u(z) = Z
n=1 n=1

1. Justifier que les domaines de définitions de { et p sont : D, =
]1,+00[ et Dy, =|0, +o0].

2. Montrer que les fonctions ( et u sont continues sur leurs
domaines de définitions.

3. Montrer que ( est strictement décroissante sur |1, 400,
4. a) Montrer gue :E’rgm((z:) =k

A 1 .
b) Montrer que la série E —3 e converge pas uniformément sur
n>1 ’

11, +o0l.
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¢) Montrer que Jim ((z) = +oo. Exercice 5 .

e
(On pourra remarquer que C(x) > Z %,VN € N'etVz > 1).
n

n=1 "

3. a) Montr oo
dfz Ck?’g:é .[:Ist de classe C'™ sur]1,+o0| et donner l'ezpression

b) Déduire que ¢ est convere.

1
6. a) Montrer que Vr > 1, — <él@)<1 +

(Ind : On peut utiliser une comparaison avec une zntégmle)

b) Déduire que de { ~y+ _]_
z-1"

7. a) Montrer que Yz > 1, p(a2) = ((z)(2'~* - 1). :
b) Déduire _IHE u(x). #\ +
\ 3

Exercice 4 On désigne par :

B ={f:[0,+00[—> R telle que [ est continue et bornée }

et

E = {f : [0,+00[— R telle que [ est continue et(t

t
%;)-2- est intégrable sur{0. +oo[}.
1) Montrer que £ est un R-espace vecctoriel et queNg C
2) Vérifier que l’application g : t — Visint est upehigent
n’appartient pas a B.
8) Soit ¢ > —1, montrer que pour tout ction t —

f(t)
27 est intégrable sur |0, +
1+t2+2x Yo [ _)

vz > -1, F(z)
+00

4)Montrer que Yz €l - 1,1, F(z) = Z(—l)“anaz" avet Gn =

)

to f(1)
/0 (1+t2)n+ldt

3. Soitxz > 1. T
a) Pouf n €W, Werifier que e ™t*1 dt est convergente,
0
exphimer sa valeur & U'aide de la fonction de T' (T'(z) =

&1 dt).

00

+o0
4.yontrer que f -t—t-—dt el
0 et —1 s n?
5. Montrer que :
+oc
o [ am . w [ (EEY e
(On rappelle que 1’(5) = /7).
6. Montrer que :
¢(x) = 1 ~4oo %=
7. Déduire que
/+oo tx-l g F(I)
w1 o
Exercice 6 . Sk

Soit z > 0, on pose f(t) = \/_(1 T e—‘)
1)Montrer que f est intégrable sur |0, +oo[.

ontrer que pour tout z > 1 F(z) = T(z){(z).

Scanned with CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

/

c—(n+z)t

+mo
2) Montrer que Vt >0, f(t) = E: fa(t) avec fu(t) = (-1)"
3) Montrer . Teat it %
') Montrer que V'tf N, fu est intégrable sur 0, +oo.

4) Soit Ra(t) = B fi(t),Vt >0.
k=:n+1

Mont inté
ontrer ;;oxie VYn € N, R, est intégrable sur ]0,4oco[ et que

lim R, (t)dt = 0.

n—-+o0 Jfq

5) Déduire que
/m f(t)dt = \/,?f e
0 o0 V-t n

Exercice 7 .
En appliquant le théoréme de convergence dominée @ la suite de

fonctions (Sn)n des somme partielles, montrer que

/l 1 -—+oo (—1)"
0 1+t1 —,=02n+1.

Probléme

Soit f :]0, +oo[—* R4 une fonction continue et décroissante tel
lim f(z)=0.

z—--0C

pour tout z > 0 et k € N, on pose

z+k+1

w(e) = fla+R g | . f@.

~

1) a) Montrer qua
0 < u(x) € flz+k) = flx+k+1).

b) En déduire que la série de fonctions Z u,, converge simplement sur
1>

10, -+oo| vers une fonctio
2) Aprés avoir justifi \
chacun des cas suivants

i) fz) =e".
1

terminer son expression dans

+oc

3) Ouf note [@1 , Rp(z) = z ui(z).
k=n+1
0% z:)Sf(:r:+n+l).V:r>0.

que la fonction U est continue sur 10, +ool.

5)\Qn suppose de plus dans cette question que lirg? f(z) = +o0.
T—¥

r+1
a) Soit € €0, 1[, montrer Yz > 0, f f(t) dt < ef(x) + flz+€).

) 2Hfe) dt _
b) Montrer que :1-‘3& e 0.

6) Soit vi(z) = u—f"%—.

a) Montrer que la série ka converge uniformément sur |0, 1].

k>0

b) Déduire que U ~o+ J.
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