u Corrigé de I’exercice Ne 1.

» Convergence simple :
Soit z € [0, +00]

e Siz =0, pour tout n > 1, f,(0) =0, donc Z fn(0) converge.

g o, N _—Nne 1
o Siz >0, fo(z) =n%2"e "™ =0 (ﬁ)’ donc an(x) converge.

Donc Z fn converge simplement sur [0, +o00].
n>1

» Convergence uniforme :
Nous allons étudier la convergence normale sur [0, 1], pour cela calculons

[fallo = sup [fu(z)|= sup n%z"e ™
z€[0,4-00[ 2€[0,4-00[

Pour tout n > 1 et x € [0, +00[, on pose ¢, (x) = n%z"e "*.
On a ¢, est dérivable sur [0, 4+o00| et pour tout z € [0, +o00[

! 1 _—nx

@n(z) = n® (nz" e ™ — nae ™) = n*2" e (1 — )
x 0 1 +00
n(@) 0 -
en (1)
0 0

D’apres le tableau de variations, on déduit que:

fnlls = sup  @n(@) = @p (1) =n% " =0 (i)

2
2€[0,+00[ n

Alors Z || fnlloo converge, d’ou Z fn converge normalement sur [0, +o0o|, par suite elle con-
n>1 n>1
verge uniformément sur [0, +-oc0].

u Corrigé de I’exercice Ne 2.
@ Soit z € [0,1] fixé. Vn > 1,0 < f,(z) < ap(l — x)z™.

Comme |z| < 1, alors la série géométrique E z" converge, par suite E ap(l —x)z" converge.
n>1 n>1

Par le critere de comparaison de séries a termes positifs, la série E fn(z) converge.
n>1
Ainsi la série E fn converge simplement sur [0, 1].
n>1

® Onavn 1, |[falle = sup |fal@)l = sup fu(a). (car fu > 0).

z€[0,1] z€[0,1]
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La fonction f, est dérivable sur [0, 1] et pour tout x € [0, 1]
fi(z) = ap(nz™ ! — (n + 1)2™) = apz™ ' (n — z(n + 1))

n

n
* 0 n+1 1
folz) + 0 -

fu(@) | / \ O

D’apres le tableau de variations, on en déduit que

[EAl L L R - n) ol
n||oco n = Op - = Op
+1 n+1 n+1 n+1 n+1

n " ln(H_%) 1
n 1 — T/
Comme ( n 1) — () — onin(l+3) — o L L gl
n

n " 1 1 1
Alors ~ —et ~ -,
n—+1 n—+o0o € n+1ns+con

1,

Par suite ||folloe ~ ——.
n—4+oo € N

En appliquant le critere d’équivalence, on déduit que :

Z fn converge normalement sur [0,1] <= Z || fnlloo converge
n>1 n>1
Qn
— Z — converge
n>1 n

@ <= Supposons que (a,),>1 converge vers 0.
Comme la suite («,) décroissante et positive, alors pour tout £ > n + 1,0 < ag < apys.
Pour tout z € [0, 1],

—+00 —+00
|R,(x)] = Z (1 —z)| = Z apz™(1 — ) Z pp127(1 — )
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1
+00 xn+1
< apai(l —2x) Z F = ans1(1l — ). e U112 < oyt

k=n+1

Comme a,,41 ne dépend pas de x et converge vers 0, alors la série de fonctions E fn
n>1

converge uniformément sur [0, 1].

= Supposons que Z fn converge uniformément sur [0, 1].
n>1
La suite (a,)n>1 décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers une limite ¢ et

pour tout n, 0 < /£ < ay,.

“+o0o
Par suite, pour tout z € [0,1], R,,(z) = Z oarz®(1 —z) 2 £(1 — ) Z z* = fx™
k=n+1 k=n+1
D’ott, sup |R,(x)| > R,(1) = £ > 0, comme sup |R,(z)] — 0, alors £ = 0.
zel zel B=>rS
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u Corrigé de I’exercice Ne 3.

(=1

2 +n n 1 L. ) 1
= 5 ~ === Comme la série de Riemann E —
n n—+oo M n >1 n

n_

2
2T tn

® Soit x € R fixé.

n2

2
a5 +n

diverge et a termes positifs, par le critere d’équivalence, Z (—1) diverge.

n>1

n

2
2T tn

ne converge absolument en aucune valeur de R.

Par suite la série Z(—l)

n>1

n2

@ Soit [, 5] un segment de R.

2
. 7 +n 1 o L
Pour tout z € [a, ], la suite ( 5 ) = (ZBQ.— I —) est positive, décroissante et
w n>1 N/ p>1
converge vers (.
o +n
n2

D’apres le critere spécial des séries alternées E converge, et, pour tout = € [«, ],
n>1

on a: x? <y = max(a?, 5?), doit

Bala)] < funslo)] = ) < LA o

Comme (ay,),>1 ne dépend pas de x et converge vers 0, alors la série E fn converge uni-
n>1
formément sur [a, f].

2
® Pour tout n > 1, fu(n) = n 42—71 - 1
n n—-+oo

Donc la suite (f,)n>0 ne converge pas uniformément vers la fonction nulle,

Par suite la série de fonctions E fn ne converge pas uniformément sur R.
n>1

u Corrigé de ’exercice Ne 4.

@® Montrer que Z fn converge simplement sur R.
n>0

» Siz =0, pour tout n > 0, f,(0) =0, alors Z fn(0) converge.

n>0

7 75 1)\ 1
iz #0 = ~ = (=) = desi tant.
» Siz#0,0na f,(x) [T 222 nieo m2g2 <x) — de signe contan
L . 1 . e
Comme la série de Riemann E —, converge, par la regle d’équivalence E fn(x) converge.
n
n>1 n>0

On en déduit alors que Z fn converge simplement sur R.
n>0

@ (a) Montrer que Z fn» converge normalement sur tout segment de R?.
n>0
Soit [a, B] un segment de ]0, +o0].
Pour tout n > 0 et z € [«, (]

) = —y < — L g(ﬂ).izﬁn

1 + n2z2 14+ n2a? a?

Comme (f3,,)n>0 ne dépend pas de z et Z B, converge.

n>0

' _— Powered by (& CamScanner
ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 6 o



ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech
Mobile User


Alors la série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de |0, +o0].
n>0
(b) Montrons que [ est continue sur | — oo, 0[U]0, +00].
Montrons tout d’abord que f est continue sur |0, +o00].
» Pour tout n >0, f, est continue sur |0, +ool.
> Z fn converge uniformément sur tout segment de |0, +oof :
n>0

D’apres la question précédente, Z fn converge normalement sur tout segment de
n>0
10, +-00], alors elle converge uniformément sur tout segment de |0, +oo.

D’apres le théoreme de continuité f est continue sur |0, +o00.
Comme f est impaire, alors f est continue sur | — oo, 0[U]]0, 4+-00].

(¢) Pour tout x > 0,

+oo +oo
S0 =3 zg
Avec Vt € [0, 4+00], g(t) = ﬁ, on a g est décroissante sur [0, +-00].

Pour tout n € N

n<t<n+1 = gn+1)<g(t) <gln)

n+1 n+1 n+1
. / g(n + 1)dt < / a(B)dt < / o(n)dt

n

= g(n+1) < /n+ g(t)dt < g(n)

:Zgn+1 <Z/ dt<Zg
+oo

— S < / o0t <S gl

— Yo -g0 < | *°°g(t>dt§2g<n)

= f(2) — 2 < [arctan(tz)] 5 < f(= )

— f@)-z<3 <@

— S <f@)<a+s

On en déduit que lim f(x) = g # 0 = f(0), en particulier f n’est pas continue en 0.
z—0t

® Comme

+o00 +00
= lim li li =0
lim f(z) = lim »  fu(z) # ) lim fu(z)
=0 n=0
D’apres le théoreme de double limite, Z fn ne converge pas uniformément sur tout voisinage
n>0
de 0T, en particulier elle ne converge pas uniformément sur les segments ]0, a].
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u Corrigé de I’exercice Ne 5.

@® Convergence simple :

—nx

e
» Sixz >0, la suite <
n

) est positive, décroissante et converge vers 0.
n>1

e—nx

D’apres le critere spécial des séries alternées Z(—l)" converge.
n>1

De plus

+oo —kx —(n+1)z —(n+1)z
e e e
Ve >0,Vn>1,|R, = 1" < (=1 =
0202 LR =| ¥ (1" < [cmn S - S5
k=n+1
) e—nx e—TLI
» Siz <0, alors |(—1)" = — 400.
n+1 N n—+oo
Donc (—1)" c - 0, d’ou la série (—1)”6 est divergente.

n 1 n—+co
+ n>1

e—nm

On en déduit que la série de fonctions Z(—l)"

n>1

convergence simplement sur [0, 400.

@ Pour tout n > 1 et 2 > 0, pn pose f,(x) = (—1)"

(a) Montrons que f est continue sur [0, 400|.
» Pour tout n > 1, f, est continue sur [0, +o0l.

» Montrons que Z fn converge uniformément sur [0, +oo.
n>1
D’apres la question @, Z fn converge simplement sur [0, +o00[ et pour tout z > 0
n>1

—(n+1)x
Ru(2)] < © !

<
n+1 ~—n+1

Or ne dépend pas de x et converge vers 0, alors E fn converge uniformément

n-+1 =
sur [0, +00.
D’apres le théoreme de continuité, f est continue sur [0, 4+00]

(b) Montrons que f est de classe C' sur |0, +oo| et exprimons f  a ’aide de fonctions
usuelles.

» Pour tout n > 1, f, est de classe C' sur |0,+oc[ et pour tout z > 0,

fal@) = (=1)+le
» Montrons que Z fn converge simplement sur [0, +o0].
n>1
|D’apres la question @, Z fn converge simplement sur [0, +o00].

n>1

» Montrons que Z f; converge uniformément sur tout segment de [0, +o00].
n>1
Soit [, 5] C]0, +00].
Pour tout n > 1.

Hf,;”oo = sup |f7;(x)| = sup e = "= (e“")n
z€[a,f] z€[a,f]
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Comme o > 0, alors 0 < e ¢

< 1, donc la série géométrique Z || £:|]oe converge,
n>1
ainsi Z f. converge normalement (donc uniformément) sur [o, A].
n>1

D’apres le théoréme de dérivation, f est de classe C' sur ]0, +oo[ et pour tout z > 0

+o0 il +o0 . e -
BN N e

(c) Déterminons la limite de f en +oo.

» Pour tout n > 1, lim f,(z)=0.
T——+00

» D’apres la question @, Z fn converge uniformément sur [0, +o0].
n>1

D’apres le théoreme de double limite, f admet une limite finie en +o00 et on a

LG Zxkffoton Zﬁkrfwfn -

(d) Exprimons f a ’aide des fonctions usuelles.

—XT

’ €
Pour tout « > 0 = .
our tout > 0, f () o |
—x 1 —x
Donc f est une primitive de x — ¢ = —M.
1+e® 1+e®

Alors f(z) = —In(l4+e )4+ couceR.
Or lim f(x)=0, alors ¢ =0.

T—+00
Par suite Vo > 0, f(x) = —In(1 +e 7).
Par la continuité de f sur [0, +00[, on en déduit que Vo > 0, f(z) = —In(1 +e77).

+oo
—1)"
En particulier Z( ) = —1In(2)

u Corrigé de 1’exercice Ne 6

® Montrons que Z fn converge simplement sur | — 1, 1].
n>1
Soit x €] — 1, 1[, pour tout n > 1

g"sin(nz)|  |z|"|sin(nz)|

()| =

< |2

n n

Comme |z| < 1, alors la série géométrique E |x|" converge, par la regle de comparaison,
n>1

Z | fn(x)| converge, donc Z fn(z) converge absolument, par suite elle est convergente.
n>1 n>1

On en déduit Z fn converge simplement sur | — 1, 1].

n>1
@ Montrons que f de classe C' sur | —1,1]

» Pour tout n > 1, f, de classe C' sur | — 1,1[ et pour tout = €] —1,1]

I

f.(x) = 2" *sin(nz) + 2" cos(nz)

Powered by CamScanner

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 9



ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech
Mobile User


» D’apres la question précédente Z fn converge simplement sur | — 1, 1].
n>1

> Z f, converge uniformément sur tout segment de | — 1,1 :
n>1

Soit [ev, 8] C] — 1, 1], posons y = max(|al, | 8]).
Pour tout n > 1 et z € [, ] :

| fa(@)] = |2~ sin(nz) + 2" cos(na)| < fa*~! + |z < 22"t < 29"

puisque (27”’1)@1 ne dépend pas de x et la série géométrique Zv”’l converge, car

n>1

0 <~ <1, alors Z f;l converge normalement (donc uniformément ) sur [«, f3].
n>1

D’apres le théoreme de dérivation, on en déduit que f est de classe C' sur | — 1, 1] et pour tout
rel—1,1]:

+oo
Z fi(x Z (z" ! sin(nz) + 2" cos(nx))

Exprimons f 2 I’aide des fonctions usuelles

> Siz=0,f(0)=

» Six €] —1,1] non nul,

Remarquons que 2" 'sin(nz) = Im(2" 'e™) et 2" cos(nx) = Re(z"e™™).

“+o00

f(z) = Z(m”_l sin(nz) + x" cos(nz) Zx” Lsin(nz+) + Zx cos(nx)

n=1

+oo +oo
_ Zlm(mn—leinx) + ZRe(l,neznx)
— T (Z " 1 znx) + Re (Z e znz)

+o0
( ) + Re (Z(xe”)")
n=1
xeiw
o (x Il = xe””) Re (1 = a:e”)
e eiz
(1 — xe”) ke (1 — xe”)

et (1 — zcos(x)) + izsin(z)) ™

1 — ze= (1 —zcos(z)) —ix sin(m) V(1 — zcos(z))? + (zsin(x))?

((1 — xcos(x)) cos(z) + z sin’ > ((1 — x cos(x)) sin(z) + x sin(x) cos(a:))
V(1 —zcos(z))? + (zsin(x V(1= :10(30:3(x))2 + (xsin(x))?

(1 — x cos(w)) cos(x) + x sin”
V1 — 2z cos(z) + 22

= Im

Comme

T

sin(z
\/I—QI'COS () + 2
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, eix eix
f @) m(l—xe“)—i_JERe(l—xe”)

sin(z) . (1 — x cos(w)) cos(x) + x sin’(x)
V1 — 2z cos(z) + 22 V/1— 2z cos(z) + a2
sin(x) + x cos(x) — z2 cos®(x) + 22 sin®(z)
V1 — 2z cos(z) + a2

R , sin(z) + z cos(x) — 22 cos?(x) + 22 sin*(x
Dou|Vz €] - 1,1, f(z)= @) \/1<—>2xcos(x)(+)x2 2

u Corrigé de I’exercice Ne 7.

@® Convergence simple :

c —z\/n 1
» Siz>0,alors fo(z) =e V" =0 (ﬁ)’ donc Z fa(zx) converge.

n>1

1 1z =0
» Siz<0,alors fu(z) =e V" — { S? v :
n=too | o0 sixz <0

Donc f,(z) el 0, par suite Z fa(z) diverge grossierement.
n>1

On en déduit que Z fn(z) converge simplement sur |0, 4+o00.

n>1
@ Montrons que f est continue sur |0, 400|.

» Pour tout n > 1, f, est continue sur |0, +ool.

> Z fn converge uniformément sur tout segment de |0, +oo] :
n>1
Soit [a, 5] C|0, 4+o00], pour tout n > 1, on a

1 fallo = sup [fu(@)| = sup [e=V"| = sup e™*V" =™V = f,(a)

z€[a,f] z€[a,B] z€[a,f]

Comme Z | frlloo = Z fn(a) converge, alors Z fn converge normalement (donc uni-

n>1 n>1 n>1
formément) sur [a, f].

D’apres le théoreme de continuité, on en déduit que f est continue sur |0, +o0].

® Montrons que lim f(z)=0.

r—r—+00

» Pour tout n > 1, lim f,(z) =0.
T—+00
> Z fn converge uniformément sur un voisinage de +oo :
n>1
Montrons que Z fn converge normalement sur [1, +00[ (c’est un voisinage de +00).
n>1
Pour tout n > 1, on a

1fallo = sup |fa(@)| = sup [V = sup e™™V"=e V= fo(1)
z€[1,4o00[ z€[1,4o00[ z€[1,4o00|
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Comme Z || frlloo = Z fn(1) converge, alors Z fn converge normalement (donc uni-
n>1 n>1 n>1
formément) sur [1, +o0.

D’apres le théoreme de double limite f admet une limite finie en +o00 et on a :

Jm S :xkrfmen Zwm@fﬂ ) =0

@ Montrons que f est décroissante sur |0, +o0].
Pour tout n > 1, f,, est décroissante sur |0, +o0].
Soit z,y €]0, +00]

1<y = Vn>1, f,(y) < fulz)

— D faly) <D fal@)
— f(y) < f(o)

Alors f est décroissante sur |0, +00.

® Montrons que f(z) ~ e “.

T—r+00

Pour tout n > 1 et & > 0, on pose g,(x) = e—e(vn=1)

1 sin=1
» Pour tout n > 1, lirf gn(z) =4, = {O an>2
T—+00 S1 1~

> g gn converge uniformément sur un voisinage de +oo :
n>1
Montrons que E gn converge normalement sur [1, +o00[ (c’est un voisinage de +00).

n>1
Pour tout n > 1, on a

[galloe = sUD |ga(z)] = sup [e7* VD= sup e VAT = m(VATD
z€[1,4o00[ z€[1,4o00[ z€[1,4o00[
Comme e~ (V"= — 0( ), alors Z l|9nl|lce = Z vVn=1) converge, donc Zgn con-
n>1 n>1 n>1

verge normalement (donc uniformément) sur [1, +o0o].

D’apres le théoreme de double limite, on a :

+00 +o0o
i —a(Vi-1) _ _
A D I Z @) =21 nle Z b =1

n=1
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u Corrigé de I’exercice Ne 8.

® Montrons que Z fn converge simplement sur /.
n>2

» Siz =0, pour tout n > 2, f,(0) =0, alors Z fn(0) converge.

n>2
. re " 1
> Siz >0, f.(z) = n(n) =ol— ) alors an(x) converge.
n>2

On en déduit alors que Z fn converge simplement sur I.
n>2

@ Soit a > 0.

» Convergence normale sur [a,+00]
Pour tout n > 2,

nT nT 1

Fa(@) il -
sup w(x) = sup = sup = sup «xe
z€[a,+oo[ z€[a,+o0[ ln(n) z€la,+oo| hl(n) hl(n) z€la,+o0]

nT

Pour tout x € [0, +0o0[, on pose ¢, (x) = xe .

On a ¢, est dérivable sur [0, 400[ et pour tout z > a, ¢, (z) = (1 — nx)e

—nx

1
X 0 — 400
n

1 1
Puisque — — 0, alors AN € N tel que Vn > N, — < a.

n n—+oo n
Alors pour tout n > N, ¢, est décroissante sur [a, +oo[, ainsi

)l = o g () = pmyenl@) = o =0 3
sup |fn(z)| = sup wze " = sup () = ——¢nla) = =o|—
x€la,+oo] hl(TL) z€la,+oo] ln(n) z€la,+oo] ln(n) ln(n) n?

D’ou la convergence est normale sur [a, +00].
» Convergence normale sur [0, +o00|

D’apres le tableau précédent, on a

1 1 1 1 1
sup |fu(z)| = sup xe " = sup  pn(z) = ©On (—> = —
z€[0,4o00] ln(n) z€[0,400] n(n) z€[0,+00] ln(n) n €'n1n<n)

Il s’agit d’une série de Bertrand divergente (« = § = 1), d’ou la convergence n’est pas
normale sur [.

@ Montrer que Z fn converge uniformément sur /.
n>2
e D’apres la question @, Z fn converge simplement sur 1.
n>2
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e Montrons que (R,),>2 converge uniformément vers 0 sur /. Pour tout n > 2, et 2 > 0 :

Rl e~k = e k= T &
|Ra(z)| = = < Z (e_x)k car0<e® <1
k=n+1 1H<k) k=n+1 hl(k) ln(n + 1) k=n+1
a5 o= T e’ T 1
In(n + 1) ;(e ) In(n + 1) T e e 1 In(n + 1)

Comme x — e est convexe sur R, alors la tangente en 0 est au dessous de la courbe.

Dot Vz € R, 2 + 1 < €%, donc Vz € R*, x1§1.
e.l’ —
1 1
Par suite Vo > 0, |R,(z)| < 1)’ d'ouVz € I, |R,(x)] < 1)’ car R,(0) =0.
Or la majoration est indépendante de x et converge vers 0, alors la convergence est uniforme

sur 1.
@ » Montrons que f est continue sur /.

e Pour tout n > 2, f,, est continue sur /.

e D’apres la question précédente, E fn converge uniformément sur /.
n>2

D’apres le théoreme de continuité, on en dédit que f est de continue sur /.

» Montrons que f est de classe C' sur |0, +oo|.

e Pour tout n > 2, f, est de classe C' sur |0, 400 et pour tout = > 0 :

/ (1 —nx)e ™

Tal®) = In(n)

e D’apres la question @, Z fn converge simplement sur /.
n>2

e Montrons Z f; converge uniformément sur tout segment |0, +00|.
n>2
Soit [, 5] C]0, +o00].
Pour tout n > 2,

/ (1 —nz)e ™| (1—nx)e ™ ™ e
Vz € |a, f], ) = — <
z € [a: B, [/ul®) ‘ In(n) In(n) ~ In(n) ~ In(n)
—na —na 1
Or la majoration est indépendante de = et E S converge, car F__o (—2),
— In(n) In(n) n

puisque o > 0. Alors Z f, converge normalement (donc uniformément) sur [a, 5].
n>2

D’apres le théoreme de dérivation terme & terme, on en déduit que f est de classe C' sur ]0, +o0]
et pour tout x > 0 :

=Y fie) =), S

® Montrons que [ n’est pas dérivable en 0.
On a f(0) = 0, pour tout x > 0,

f@=f0)  fl@ <=
z—0 o —;

efnx
In(n)
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100 _na
x e
Remarquons que x — M = In(n) est décroissante sur |0, +oo[, alors elle admet une
x n(n
n=2

limite ¢ (non nécessairement finie) en 0.
Soit N > 2, on a

—nz —nz
e

@)y~ e
T = nz; In(n) et In(n) =t

En passant & limite quand z tend vers 0, on en déduit que :

= 1
(>
- Z In(n)
n=2
Pui Zld' tat 't’fliol +
uisque —— diverge et a terme positifs, alors = +00.
— In(n) “— In(n)

En passant & limite quand N tend vers +oo, on en déduit que :

N +o0

1 1
¢ > lim = = +00
N—+oo nz; In(n) nz; In(n)
— f(0
D’ou lim+ M = { = 400, ainsi f n’est pas dérivable en 0.
z—0 r —

a Corrigé de I’exercice Ne 9.

1 T

Pour tout £ > 1, et € I, o, pose fx(z) =

1
k k+z k(k+az)

@® » Montrer que S est définie /.

Soit x € I, fr(x) s de signe constant.
Par la regle d’équivalence Z fr(x) est convergente.
k>1

Donc S est définie sur [.
» Montrer que S est définie et continue sur /.

e Pour tout k£ > 1, f, est continue sur /.

e Montrons que Z fr converge uniformément sur tout segment de /.
k>1
Soit [a, 5] C I, posons ¢ = max(|a|, |5])
Pour tout k > 1 et z € [a, (], on a

|z] ¢
p— <
L e s T
Comme la majoration est indépendante de x et E o) ( k:i o) converge,

k>1
c c

k(k + ) kotoo k2
Alors Z fr converge normalement (donc uniformément) sur [«, 5.
k>1

Car

D’apres le théoreme de continuité, on en déduit que S est continue sur I.

@ Monotonie de S. " . "
Pour tout k > 1, t dérivabl et tout z € I, fo(z) =~ = > 0.
our tout k > 1, f; est dérivable sur [ et pour tout x fu(x) kx(k+x)2 it a)?
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Alors f;, est strictement croissante sur I.
Soit x,y € I,

r<y = Vk2>1, fi(z) < fu(y)

+oo +o0
= ka(l") < ka(y)
k=1 k=1
= S(x) < S(y)
Donc S est strictement croissante sur /.

® Soit z € 1.
» Calculons S(z + 1) — S(z).

- /11
Pour tout n > 1 et x € I, on pose S, (z) = ka(x) = (_ — )

p P kE k+zx
" /1 1 " /1 1
ser)-56 = (5 rrr) -2 (- rrs)
RS L =~ 1
kzlk—l—x—irl k:1k+x
B n+1 1 + n 1
N k+x k+z

B
[|

2

o

=1
1 1 1

= + —
n+1l+x 14+xns>+0 142

D’autre part S,(x + 1) — S,(x) - S(z+1)— S(x).
n—-+0oo

1

Par unicité de la limite, on en déduit que S(z + 1) — S(z) = o2
7

» Cherchons un équivalent de S a droite de —1.
1
On aVz > —1, S(z) = T2 +S(x+1),donc (1+2)S(z)=1+1+2z)S(z+1)
x
Comme S est continue sur [, en particulier en 0, alors S(x + 1) S(0) = 0.

xﬁ\( 1)+
Par suite (1 4+ 2)S(z) =14 (1 4+2)S(x + 1) (—1>)+ 1.
z—(—
1

D’ou S(x) ARV prapet par conséquent S(x) x_}(—_1>)+ +o00.

® (a) Montrons que pour tout z > 0, In(1 + ) < S(z) <In(1+=z) +

1+2
Pour tout z > 0,

+oo
:;f’“ Zkk+x Zg

k=1

Avec Vt €]0,4+00], g(t) = ﬁ, on a g est décroissante sur ]0, +o0|.
: 2zt + t*
Car‘v’t>0,g(t):—m <0, (I>O>
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Pour tout k£ > 1
E<t<k+1 = glk+1)<g(t) <gk)

k+1 k+1 k+1
— / g(k+1)dt < / g(t)dt < / g(k)dt
k k k

= g(k+1) S/:Hg(t)dtég(/f)

[
NERANG
Na} Na

"
H\
N +
IA 8
—
T =
8 ~
A

= M

A Na}
]

Na)

— S@) 1+ { (t+x)} 1<S(x)’ car g(t) g_tix
= S(x)—H%gln(lJr z) < S(x)
— In(1+2) < S( )gln(1+:v)+1ix

(b) Montrons que S(z) ~ In(z).

T—r+00

D’apres la question précédente, Vo > 0,In(1 4+ z) < S(z) < 1n(1 +x)+

st i) 4l (1+§) < S(z) < In(z) +1n< )
n(1+3) _ S _ +ln(1+

Alors 1 Z
OBt T - @) s @) O+ )ln(x)
In(1+ 1) In (1+ 1) x
lim 1+-——2) = lim 1 z —1.
Comme Im 1+—=1y ~— 8170  Gro)hn@
. S(x) .
Alors xginoo n@) 1, par suite S(x) eds In(x).

® (a) Soit n € N*. Montrons que S(n Z z

Nous allons procéder un raisonnement par récurrence sur n > 1.
» Initialisation :

Par une somme télescopique on a S(1) = 1.

» Hérédité :

n

1
Soit n > 1, supposons que S(n) = T
k=1
D’apres la question précédente :
1 11 &R
(n+1) (n)+1—|—n k:1k+1+n k:lk

Récurrence achevée.

(b) Montrer que (z,),>1 est convergente.
Nous allons démontrer que (z,),>1 est décroissante et minorée.
» D’apres la question précédente, Vo > 0,In(1 + x) < S(x),
donc Vn > 1, z,, = S(n) —In(n) > In(n + 1) — In(n) > 0, d’ou (x,),>1 est minorée
par 0.
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» Pour tout n > 2, z, — x,_ 1——+ln< )

Comme la fonction h : t — ¢ + In(1 — t) est décroissante sur [0, 1.
Alors pour tout ¢ € [0, 1], h(t) < h(O) 0.
1
Par suite, pour tout n > 2, z,, —z,_1 =h (—) < 0.
n
Ainsi (z,),>1 est décroissante.

Il s’ensuit que (z,),>1 est convergente.

1
(c) Montrons que/ S(t)dt =

0
Nous allons appliquer le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment :
» Pour tout k > 1, fi est continue sur le segment [0, 1].

» D’apres la question @, Z fr converge uniformément sur tout segment de I, en par-
k>1
ticulier elle converge uniformément sur [0, 1].

D’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, on en déduit que

/015“)‘“ - /OHOO ("m) f/ ("zm)d’f

_ Z [% —In(k + t)} -

_ :f; (% (1 + k:)_— ln(k))>

_ ngﬁl@i (% — (In(1 4 k) — ln(k))>

k=
= lim_ (Z% - Z (In(1 + ) (k)))
_ 1

B Corrigé de I’exercice Ne 10.

Pour tout n > 1 et « € [0, +00[, on pose f,(x) =

n+ax

® Montrons que S est de classe C' sur [0, +oc].

» Pour tout n > 1, f, est de classe C' sur |0, +oo[ et pour tout = > 0 :

, B (_1)n+1
fal) = (n+x)?

» Montrons que Z fn converge simplement sur [0, +oc].
n>1

Soit = € [0, 4+o0].

Comme la site ( ) positive, décroissante et converge vers 0, alors d’apres le critere
n>1

n—+ax
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spécial des séries alternées, Z fn(z) converge.
n>1
Donc Z fn converge simplement sur [0, +00].

n>1

» Montrons que Z f. converge uniformément sur [0, +ocl.
n>1

1
(n+ x)?
. N Va . Ve . 7/ /
critere spécial des séries alternées, E f.(z) converge.
n>1

Comme la suite ( ) positive, décroissante et converge vers 0, alors d’apres le
n>1

Donc Z f,, converge simplement sur [0, +o0].
n>1
De plus, pour tout > 0 et n > 1.

B o I I o Vi D !
R@ =) 2 Grap | S |17 eP| iR S e ip

. . . Va / . 7
Or la majoration est indépendante et converge vers 0, alors E f,, converge uniformément
n>1
sur [0, 4o00.

D’aprés le théoreme de dérivation terme a terme, S est de classe C' sur [0, +-oc[ et pour tout

x>0 | - . -
S(z) = an(l‘) = m

» Monotonie de S.

, +oo (_1)n+1
Soit x > 0, comme S (z) = m est la somme d’'une série alternée, alors le signe de
n+x
1

_1)+1
G S,
(1+x)2 —
Donc Vz > 0, S'(z) > 0, Par suite S est croissante sur [0, +-00].
— 1|
T+1

S
I

S'(x) est celui de son premier terme

@ Montrons que pour tout z >0, S(z+1) + S(x) =
Soit x >0

S(z+1)+S(z) = fiJri(—l)”

—1
® Déduisons que S(x) = o
rz—+oo 21
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Comme S est croissante, pour tout x > 1 :

S(x—1) < S(x) <S(x+1) S(x)+ S(x—1)<25(x) <S(z+1)+ S(x)

—1 —1

Il

!

I
Z

I
=
2
|

B Corrigé de ’exercice Ne 11.
@ Soit n € Z.
Une primitive de t — ¢

. ) 1., .
" est donnée par t — —e™ sin # 0.
in

27 ) 1 ) 2m
» Sin #0, alors / e"Mdt = [,—emt} =0.
0

m 0

21 21
> Sin:(),/ emtdtZ/ dt = 2.
0 0

2m sin=20

2w
On en déduit alors que / eMdt = '
0 0 sin#0

@ Soit z € C vérifiant |z| > 1.

On a
1 1 1 1R [et\" R eint
- = — T .: —_ _ =
z—et z1-¢ eit|_1 g 2 Zn() z Z zntl

z car

2]
eint
ontl :

Pour tout n € N, ¢ € [0, 27|, on pose f,(t) =

» Pour tout n € N, f,, est continue sur le segment [0, 27].

» Montrons que Z fn converge uniformément sur [0, 27].
n>1

1 n+1
Pour tout n > 1, [|fullee = sup |fu(t)] = (ﬂ) , donc la série géométrique
te[0,2n] <

1 n+1 1
Z || fullo = Z <ﬂ> converge, car Z < 1, par suite la série Z fn converge nor-
z 2

n>0 n>0 n>0
malement (donc uniformément) sur le segment [0, 27].

D’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment

27 dt 2 +00 eint +00 2T eint 400 1 2 -
— P _ m
[t = () a-X [ Sna=X (an [ oma)

n=0

o R/1 T o
- 7 i <Zn+1 / € dt) = 7
n=1 0

N J/
-~
=0
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