Préparatoire MP2

J Prof : Nedra Moalla

Correction Série 11" Suite de fonctions"

Exercice 3.

— Pour:r=0,f,.(0)=0n::> 0 et pour r # 0,

2 :
fn(z) ~n-too "F _donc n-l—,?r-:‘& fn(x) =0
Ainsi, la suite (f,.) converge simplement (CVS) sur R vers la fonction mylle. ,
— Ona i ; 5 23 -
n )
fn( ) —_—

= 0
n T
Donc la suite ne converge pas uniformément vers la fonction  SUr T 2
2nr 2n
— Cependant, pour z > a > 0, |fa(z)| <

P - X

sup
z€{a, +oc|

2)
g (0)=0_)n~0+oc0.
- ' In(nz
tr> ’jn(w) 400 flfL‘ ) —Fno+oo 0

aura,
SUD_

- o, TN

3) Exercice 5.

and (dés que 1+ na > e), alors f,(z) < fa(a). Donc, a partir d’un certain rang :
a—izc 0, et il v a convergence wniforme (CVU) sur [a, +0ol.

Pour x = 0, f,(0)’= 0 pour tout n. Sinon, on a :

n
fn(z) ~n-y+o0 2_2 = i S 4 0
nnqrl ny oo e

Donc, finalement, la suite converge simplement (CVS) sur R vers la fonction nulle.

Pour n € N*, ,
‘ 1 AN i (140d)
/ fn(I) dr = a;; {ln (1 +n*ﬂi‘>] St NN S A
0

0 2n-

1
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1 Corrigé de 'exercice Ne ., Retour o I'¢ lml(t'}
| M ] e
» Convergence simple ;

On a alors, lorsque n = -+o00,

A
In (1 +h_~'¢) In( n,\"g _Inn+nin2
n 2n it 2nt '

Ainsi, lityo 4o fy fn(z)dz = 22, Cependant, / lim fn(a:) dr= / 0dz = 0.. Par négation du théo-

0
réme d’interversion lnmte—mtégralc sur un segment, on en dédmt quiiln’ya pas convcrgencc uniforme (CV U)
sur tout le segment [0, 1].
Cependant, si z € o, 1] avec0 <o < 1,0ona:

"

2
0 < |fulz)| € =————. Donc, su ()] —=n ]
< 1nl)| £ Topead o a(@)] o
et il y a convergence uniforme (CVU) sur cet intervalle.
Exercice 6
1—-z . d‘ ) 4
1 — siz 4J0,
z 1 — zntl
_‘_\ Notons fu(z) = R Onadonc: fu(z) = 1 e P8 10)

v 1
La suite (fa)nen converge s1mplement sur [0,1] vers la fon&

|/ (fale) - S@)ie] = | / l (

1 1 1
1
: 0< 2 < oy = | O
f’df— oT T n+2 ‘\»-(->s-s
ce qui prouve que :
f
0

1
]ll{l&— ‘ f= ; (l—:r:)d;r=-2-.
‘\Inmnc fo(7) = 222 naur £ £ [0, 1] ‘

Tl est facile de voir quel f,,),, N converge simplement versf : £ — e~%. De plus, pour tout z € [0,1],

|:z:2 Gi A[

n+z "n’ 2641

Ifn(z) - f(x)l re

ol M est 1a hatne suporimice sur [0,1] de la fonction r — |72 — re~*| (qui existe car cotte fnn(‘hhﬁ pqt continue

sur un segment). nsx, Ifa = flloo g " —natoe 0,. Ce qui montre la convcrgcncc uniforme sur (0, 1].
D'aprés le théoréme Ynterversion hmnte—mtégrale, |7 P fo fn= Io f= fol tdr=1-¢7l.
3) Ici, on n'a pas besoin du théoréme d'interversion limite-intégrale. 1l suffit de majorer :

1 3 -nx 1 3 -nr
0g [ D=4 o foalE a)e P o A e
b nr+1 =l nz s : :
»
’ s 1 1—em
74 (2‘+1)c""’dr$2/ e dr=2- ;i ——
0 0 ® VH-)-(%

Done, la limite cherchée vaut 0.
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{Cnl’l'l:-'.l‘ de 'exercice Ne —

» Convergence simple :

e Si r EI()-I[. f“(_,.) A ',tl;‘.ll(l ¥ .l') b ”n(,lu(.r)u(l £4 .,,.) — 0, car r,ln(.r)u — 0

n-»400 n=r4 "0
(In(r) < 0).
eSiz=0, [u(0)=0 = 0.

n—r+oo

eSiw=1[,(1)=0 — 0.

n=r4+o00
On en déduit que (fn)nen- converge simplement sur [0, 1] vers f avec f est la fonction nulle.

» Convergence uniforme :

Pour tout n > 1 et € [0,1], on pose gu(z) = |fu(z) — f(2)| = fu(z) = n2"(1 — x).
On a ¢, est dérivable sur [0, 1] et pour tout z € [0,1]

Pn(@) = 0z 1 = z) — n°2" = n°z" " (n(1 — z) — ) = 2" (n — (n + 1)z)

o Tl
0 n+1 1
() * 0 =
(1)
‘,:n
+1
¢n(T) =
0 / \ 0

D’apres le tableau de variations, on déduit que:

- c— — — i = o = : l
i, o) =1 = g )= (57) = (753) 7

n - -n -n _ln!u;llz
Comme ( :_ ) — (n = 1) — (l + ;ll-) - c‘"'"(”’i) =e . — e,
n

1 n n—4o00
n
n R 1 n 1 e | 1
Alors ~ e 1= = doncn® ~ n% == ——.
n+1 n—»+400 cC n+1 n+1no4cc n enl—-a

Par suite

n—+o00

> n" ds : — 0
n+1 n+1 no4o0

(fn)nen- cvu sur [0, 1] vers la fonction nulle <= s?p] [fa(z) = f(x)] — O
x€|0,1

1
= — 0
enl=" no4oo
& l1-a>0
= a<l
Corrigé de I’exercice Ne 2. _ Lt K=
% stz >0
@ Soit x € R, [,(r) = arctan(n.r) = fE)=<D six > 0.
n-»+oC —
—;2- stz <

1/10
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Done () en converge simplement vers [ sur R,

alors In convergence n'est pas uniforme sur &,

== Wl Yo e ML f, est continne sur B
@2 Comme . )
[ w'est pas contine sar R

@ Soit a >0, onn

N m T T
sup |Ju(e) = J(2)] = sup ‘urvlun(n.r) - 3‘ = sup (— - urcl‘nu(:u:)) == -» 0
2€|0,a) x¢|0,a) & xCJ0,a) 2 n-
Al Tr . .
Car a = & — arctan(me) est déeroissante sur |0, al.
Done la convergence n'est pas uniforme sur J0, a).

I 1
Autre méthode : pour n assez grand &, = — E]O,u] el on a
n

T T T T
So(zn) = f(zp) =arctan(l) = = ==——=—-= - 0
2 4 2 4 n—+oo
Donc la convergence n'est pas uniforme sur |0, a).
@ Soit a>0,0na
sup |fu(z) = f(z)] = sup larcttm(nx) - 1' = " 8up (1 - arctun(n:c))
zC[a,+oo| z€la,+oc| 2 z€[a,+oo| 2
= = —arct —
5 —arc an(na) e 0

Car x 5~ arctan(nzx) est décroissante sur [a, +o00.
Donc la convergence est uniforme sur [a, +0o0|.

Corrigé de 'exercice Ne _

® Soitx >0,onan — +oo, alors 3N € N,Vn > N,n > o5

n-»+400 R ﬁ

Yn 2 N, fu(z) =inf (n, 71_;) = \/LE = T = f()

D’ott (fn)nen converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f.

@ Soit a > 0,

Donc

1 1 1 1 1
Pourtout z > a, —= < —, alorsVn > —,onainf | n,— | = —
vz Va va L ( ﬁ) vz

sup |fa(z) = f(z)] = sup |inf (1:,-%) _\/LE

r€la,+oo| z€la,+oc|
1
= sup —mf( —)):0 — 0
z€[a, 40| ( \/5 n—»+00

carVrZ\/_ \/_ mf(n,—

Done (fn)nen converge uniformément vers f sur [a, +oo|.

1
@ Pour tout n > 1, i, = yo €]0, +oo[ et on a
dn?

Jo(xy) = f(x)=inf(n.2n) —=2n=-n -» 0

n--4-00
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Done Ia convergence n'est pas uniforme sur 0, +oc|.

--| Corrigé de 'exercice-Ne 4, Retour a 'énonced \\

® Comme (Pu)uen cvu vers [ sur R, alors sup [P, (x) = [(x)] — 0,
rCR n—r4 oo

Donc AN € N, Vn > N, sup|P,(x) — f(x)] £ -;
TCR 4

D'ot AN € N, Vn > N, Vz € R, |P,(z) — f(z)] £
Parsuite BN eN,Vn > N, VreR

N | —

|Pa() = Pn(2)]

Il

[(Pu(x) = f(2)) = (Pn(2) = [())]
1

< Pulw) = f(@)] +|Pu(a) = [(2)| S 5+ 5 =]

B

@ Pour tout n > N, le polynéme P, — Py est bornée, donc il est constant.

® Comme (I’)nen cvu vers [ sur R, alors (/%,)nen cvs vers [ sur R.
Soit = € R.
D'une part, pour tout n > N,

Pa(2) = (Pa(z) = Pr(2)) + Pr(2) = (Pu(0) — Pn(0)) + Pn(z) == f(0) = Pn(0) + Py ()

D’autre part P,(z) =3 f(x).

n—=+oo
Par unicité de la limite, on en déduit que f(x) = f(0) — Pn(0) + Pn(x).
Donc [ = f(0) — Px(0) + Py est une fonction polynomiale.

@ Pour tout n > 1, f, est une fonction polynomiale et (fn)n>1 cvs vers f ou f(x) = e” sur R,
comme f n'est pas polynomiale, alors la convergence n’est pas uniforme sur R.

Corrigé de I’exercice Ne 5. Retour a I’énoncé

Soit € > 0.

@ Comme f est continue sur le segment [a, 8], alors clle est uniformément continue sur [a, b], par
3, £
suite il existe @ > 0 telle que Vz,y € [a,b] [t —y| < o= |f(z) — f(¥)| < 3

Soit (ax)o<k<p une subdivision de [a, b] de pas a (og?éxx : |aks1 — ax])
I e

@ Pour tout i € [0,p], fa(a:) vt f(a;), car (fn)nen cvs vers f sur [a,b].
Alors 3N; € N tel que Vn > N;, |fa(a@) — f(a)] £ g
On pose N = max(Np,--+,N,), alors Vn > N et Vi € [0,p], |fu(ai) — f(ai)| <

N m

@ Nous allons démontrer que sup |fu(z) — f(z)] — 0.
n—-+oo

z€la,b]

Soit £ > 0, d'apres la question précédente 3N € N, Vn > N et Vi € [0,p], |fa(a:)—/f(a:i)] <

NN | M

Pour tout 7 € [0,p—1], |ai}1 —ai| < a, d’apres la premiére question, on a | f(aiy1) — f(ai)| <
Soit z € [a,l], alors Ji € [0,p — 1] tel que = € [ai. aiy].

Comme les fonctions f;, sont croissantes sur [a, ], alors [ l'est.

Alors pour tout n > N

f,.(r) 53 f(:r) < falaiqr) — f((li) = fn(aiH) o f(aiH) +

E<
2__\—

\

.6/10
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]n(-') e /(') 2 Al.n(”r) . ./(”n l) 2 /n(“l) s j(”-) . ,':, 2 —€
Done Vo € [a, 0], [ [u() = f(r)] < 2, par suite .~.|||)II|[,,(.|') - J(r)| <S¢
o

On en déduit que Ve > 0,38 € N\Vn 2 N, sup [[fu(r) = f(x)] < <.
r([u.lu]
Dot sup |[ulr) = f(2)]

—
‘Cl""'l noy i

@ Prendre f,(x) = r" sur [0,1].

—{am'rig(- de PPexercice Nt 6. Retour i 'énonedé

lnc-t

n!

Soit n € N, on définit la fonction f, sur R* par f,(t) =
@ » Convergence simple :
n

. " Wi
Soit + > 0, comme = _4)'10 0 (car E = converge par le critere d’Alembert), donc
n=»4o0
! e

lnc-t -
fat) = — T 0, alors (fn)nen cvs vers la fonction nulle sur R*,
H n=»4+o00

» Convergence uniforme :

n,-t
Pour tout n > 1, on pose @, (t) = |fa(t) = ()| = | [a(t)| = Le

n! -’
/ ["-l =t n,~t n=1,-t
On a @, est dérivable sur [0, +o0[ et ¢, (t) = G _Ll)! il ;! = (tn __Ll)! ( - %)
t 0 n +00
alt) + 0 =
©n (")
9:"(‘) / \
0 0

D’apres le tableau de variations, on déduit que:

n,—-n

n"e
sup |fu(t) = S(O)] = sup gu(t) =pu(n)=—— — 0
tc(0,+o00| €0, 40| n! noteo
Done la convergence est uniforme sur [0, +o0.
+00
@ » /(; ul_l'l‘lblw Ja(t)dt =0, car "hx:)w L) = f(t) =0.
+oo
» Pour tout n > 1, on pose I, = Su(t)dt.
. . Jo
Par une intégration par parties
400 -t 400 -7+ :
"e mn : n,-t too yn-1,-t
In = / 1 dt = _/ '—'(C~!) dt = — {t £ ] ——/ t.“c(u
0 n 0 n: n! 0 0 (n = 1)'
=0
400 ln-l(.—l
= / =ikt =
e e
Ce- " 7/10 Wipws N -
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Done (L )uen est constante, par suite Vo € N, 1, = 1, = / ¢t = [ ] ¥ = 1.
0

b
Ainst i / Jou(D)dl = lil'll l, = 1.
norkox 0" n-» o
D'on

n-o»y~N not

lim /" Ju(dt =1 #0= /" I [, (¢)dt
0 JO i

Vi € N, [, est continue sur [0, +o0|
@ Oh & (fu)ani converge uniformément sur [0, +o00|

N v

lim Ju(t)dt 7‘-/ "!i.l.nwj..(l)dl

noroo 0

d'intégration n'est pas valable sur un intervalle quelconque.

, on en déduit alors que le théortme

Corrigé de 'exercice M 7, Retour i 'énoncé

@ Si f = c est une fonction constante sur [a,b], pour tout n > 1

b b
)= [ S()sin(nt)dt =c / sin(nt)dt = _1-"; [cos(nt)]’ = -E (cos(na) — cos(nb))

Donc
2|c] 0

n—0+oo

[Jn(N)] < —
Par suite (Ju(f))nen converge vers 0.

@ Si f est en escalier sur [a,b], alors 30 = (zk)o<k<p une subdivision de [a,d] telle que f est
constante sur chaque |zx, Tx41[, par la relation de Chasles :

b zp
J,,(f):/ j(l)sin(nl)dt=[ j(l)sin(nl)d(— ./: J(t) sin(nt)dt

k-()

Pour tout & € [0,p — 1], / est constante sur ek, £xga, daprés la question précédente
Tt
/ J(t) sin(nt)dt — 0, par suite (Jn(f))nen converge vers 0.
n=»+oo

I
@ » Rappel : Pour tout € > 0 et f: [a,b] — C continue par morceaux,
il existe g: [a,b] — C en escalier telle que ||f = gllo < =.
» Montrons que (J,(f))nen converge vers 0.
Soit £ > 0, comme [ : [a,b] — C continue par morceaux,
il existe g : [a,b] — C en escalier telle que ||/ — gl < =

Remarquouns qe pour tout n € N, Jo(f) = Ju(f — 9) + J,,(_;)
Comme g est en escalier, d’apres la qucstlon précédente J,( _]) = 0.

—+400
Alors 3V € N, Vn > N, |Ju(9)] < §
D’autre part, on a

I"n(f = g)l

b
(t) — g(t)) sin(nt)dll < / [(f(t) — g(t)) sin(nt)| dt

b b
< [ VO -0l < [ 17 = sllatt = 0=l = gll < £
On en déduit IN € N, Vn > N, |Jo()| < [Jul(f = g)| + |Ja (9)] <e.
Dot le résultat.
\— 5 o= _' = s k\‘/l() .. '
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Corrvigd de Pexerciee Ne - neees

W () Soit 1€ RN, alors 3r € Net agyongn, € RIXN] tel que P(X) = Zm.\"

k=t
b o 7. b 7
Ple)f(n)de = " | f(x)dx = ot f()de
) 1 -/“ (?_ﬂ(u ) v)de /':‘2; A
b
\ A f(x)de =0
?“/ )il

ul)

(h) » Rappel : Toute fonction S : [a,b) — R continue est limite uniforme d'une snite
(1) nen de fonctions polynomiales : ||/ = f]leo = sup |Pu(x) = ()] —> 0.

-‘rC[ﬂl n-»foc

» Montrons que f est nulle.

b

Nous allons démontrer que / LA()dt =0
b B

f JAde = / lim P.(t)/(t)dt

b
= lim / Po(t)f(t)dt car (Paf)nen cv sur Ir segment [a, b]

puisque ||Pnf = f2|loo < I[f1]ool|Pn = [lloo
= 0 carVn € N, / P.(O)f()dt =0

Comme f? est continue et positive sur [a,b] et d'intégrale nulle, alors f? = 0, par
suite f = 0.

+00
@ () Pour tout k € N, calculer Iy = / zhe=(-Dxy
0

» Existence : Soit k € N, fi : # +— 2%~(1=97 est continue sur [0, +0o[ (donc le
probleme se pose en 400).

: 1 i s
on a |fi(z)| = z*¢*, donc fi(z) = o0 (;) au voisinage de +00, comme l'intégrale

+00
de Riemann / ;2- est convergente, alors / Ji(z)dz est convergente, d’on
1 0
I'existence de /.
» Calcul : Soit k € N°, par une intégration par parties

oo , +0o c-(l-l)z 1
Iy = / J:kc"“'"‘dr=/ :z:"( - ) dz
0 0 i—1

ko, =(1=i)r7 k 400
¥
= [* ] - xk-lc—(l—‘).rdl.
0 0

1—1 1—1
e=()
car |‘L‘k -(1= n)xl _xkc-:r et
r=+400
k . k=1 k
= — ““ i)r s
1=y = 1 - I‘ 1
On en dédit alors que
k k=1 il N
h= = X =X o X l,l.,: k‘_ lo = k!
I =3 (1=20)k (1 = i)k
|
car [y = =
2 cer SaGe "',L_':_"_.... P2 A sy e 2l ”/l() 0f ) Tt S o
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A

k!
(l s ,)FT

S

€ R, done In(/ikya) = 0, par h"ilv/ hu(a W=D da =,

)]
oo _
/ e e sin(x)de = 0

0

(h) D'aprés L question préeédente, powetont k€ N, 1y =

(ks + 1)
(—)fT

Done Ly =

Dol

En faisant le changement de variable y = x' (z > 2 est une bijection de classe C' de
[0, +o0| vers Iui méme), on en déduit que

too +oo
Ay R (1 -_) l/ el il 1
Y (yw sin(y4 -y ) dy >~V sin |y dy=0 \
A (v )) Y g = v |e (/ ) Y \
=f(v)

+00
On a [ est réelle, continue sur [0, 400 et non nulle et Yk € N, / vy f(y) = 0.
0

Corrigé de 'exercice N 9. Retour a I'énoncé

® D’aprés le théoreme de Stone Weierstrass, il existe une suite de polynomes (Qn),,cn qui converge
uniformément vers f sur [a,b].

1 b
Pour tout n € N, on pose P, : # +— Qu(7) + r_—(;/ Qn(t)dt.

b
Il est clair que P, est un polynéme et / P,(x)dx =0

Pour tout z € [a, ], on a

1 b
|Pu(e) = J@ < 1Qu(o) = @)1 +525 [ @0 < 1n = Fllo+

b
b-ii / Q,,(t)dt'=a,,

Comme (Qn)nen cvu vers [ sur [a, b], alors ||@Q, — [l Ko 0 et par le théoréme d’intégration
o0

sur un segment : /Q,,(t)dt e /f(t)dt

Donc a, = 0 et ap, ne dopond pas de z, par suite (Fn)nen cvu vers [ sur [a, ).

® Comme g est de classe C' sur [a, b], alors ¢’ est continue sur [a, b], d’apres le théoréme de Stone
Weierstrass, il existe une suite de polynémes (Qn),cn qui converge uniformément vers g’ sur
[a, b].

>
Pour n € N, on consideére le polynéme P, : x — g(a) +/ Qn(t)dt.

a
Comme g est de classe C' sur [a, ], alors pour tout = € [a, b], on peut écrire

g(z) = g(a) + /: g (L)dt

et on a: 2

IP@) = 96l = | [ (@) = /) at] < 0= @) 1Qu - ol
;)ouc (Pa)nen cvu vers g sur [a,b] et comme P, = @, alors on a aussi (P Yner CVU Vers g sur
a, b

i RN s e 1) 11
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