Préparatoire MP 2 Prof. Nedra Moalla

Intégrale a parametre

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les fonctions définies par intégrale dépendant d’'un parametre.

On désigne par I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

1 Cas d’un intervalle quelconque

Dans cette partie, on considere I un intervalle non vide quelconque deR et ne partie d'un e.v.n de de

dimension finie.
f: AxI—IK=Rou
(z,t) — f(z,t)

O

1.1 Limite

Théoréeme 1.1 "FExtension du T.C.D.”

Soit (f: I — IK)\es une famille de fonctions continues par morceauz et a J.
(V) € J, fr est continue par morceaux sur I

eviel, lim fo(t) = f(t)

Si e fest continue par morceaux sur I.

o[l existe une fonction ¢ : I — R continue par morceauz, positive et intégrable
sur Itelle que YA € J,(ou YA € v(a)) [fi(z)| < ¢(x), Vo € 1.

( eV € J, fy est intégrable sur I

e f est intégrable sur I

alors
e lim fA(x)dx—/ lim fA(x)dx—/f(x)dx
L A—a Jr [A—a I
“+o0o
Exemple 1.1 Montrer que lim In(t)e *dt =0

Tr—>+00 0



Calcul de limite par comparaison

+oo _—uxt

Exemple 1.2 Montrer que lim dt = 0.

z—r+o0 J 1+t

1.2 Continuité

Définition 1.1 * On dit que f vérifie ’hypothese de domination (H.D) s’il existe une fonction ¢ : I — R
continue par morceauz, positive et intégrable sur I vérifiant Vo € A, |f(x,t)| < @(t), Vte l.

x On dit que f wvérifie Uhypothése de domination locale (H.D.L) si pour tout segment K = [a,b] C A

il existe une fonction i : I — R continue par morceaux, positive et intégrable sur I vérifiant Vx €
K, |f(z,t)] < pr(t) Vt € I

. N

Théoréme 1.2 de Continuité.

NVr € A, t — f(x,t) est continue par moreauz sur I

Si Ntel, v — f(z,t) est continue sur A

- f vérifie I’ (H.D) ou bien I'(H.D.L)

alors Uapplication F' : x — /f(:c,t)dt est est définie et continue sur A.
I

CAN..
1
Exemple 1.3 Montrer que la foncth G&Q/ t_mdt est définie et continue sur |1, 400].
0

Exemple 1.4 "Transformsr de Laplace”
Soit f : [0, +00[— R un fohction continue telle que pour tout x > 0 , t — f(t)e ™" est intégrable sur
[0, +o0].

+oo

On pose L(f)(x) = / f(t)e "dt, Vo > 0.

0
1) Montrer que L(f) est définie continue sur 0,400l
2) Montrer que linl L(f)(x)=0.

Tr—>r1+00

3) On suppose que . liIE f(t) =1+ 0. Montrer que alors L(f)(x) ~
— 400

8] |~



Théoreme 1.3 de dérivation.
(oVx € A, t— f(x,t) est continue par moreaux et intégrable sur A

oVt € I, v — f(x,t) est de classe C sur A

Si | Ji |
oz € At — ——(x,t)est continue par moreauz

ox

o%vériﬁe " (H.D) ou bien I'(H.D.L)

\

alors l'application F' : x — /f(a:,t)dt est de classe Ct sur A et
I

VeeA Fl(x)= ﬁ(x,zf)clt.

I al‘
_peSint

>

400
Exercice 1.1 Soit F(x) :/ e
0
1) a) Montrer que F est bien défini sur [0, 400]. :2

b) Montrer que xl_lgloo F(z) =0.

2) Montrer que F est de classe C sur |0, +ool. Q

3) Calcuer F'(x) puis déduire l'expression de F sur |0, +

,&CZ})

Réponse

%@

Exercice 1.2 1. Démontrer que la fonction f:x — f0+°° e~ cos(xt) dt est de classe C" sur R.

2. Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.

3. Déduire ’expression de f.



Corollaire 1.1 Soit n € N*
(ot eI, x+— f(x,t) est de classe C™ sur A

i
WO<k<n—-1VreAt— W(m, t) est continue par moreauxet intégrable sur I
x
St o
< oVr e At — a—($,t)est CM sur I
xn

"

| *La fonction g—fvériﬁe I’ (H.D) ou bien I’(H.D.L)
:En

alors l'application F' : x — /f(:v,t)dt est de classe C™ sur A et
I

k
VO<k<n, VzeA F®(z)= %(x,t)dt.
; Oz

=

Corgllaire 1.2 .
oVt I, x+—— f(x,t) est de classe C sur A

. n
91 4 eVneN,\Vee At —s —‘Z:(x, t) est continue par moreaux
iy

Ty

evn € N, La fonction a—x{:vériﬁe I’ (H.D) ou bien I’(H.D.L)
\

alors l'application F' : x — /f(x,t)dt est de classe C™ sur A et
I

*) o]
VO<k<n, YereA FW(z)= | —(z,t)dt.

Soit f une fonction continue par mordea intégrable sur R. On pose, pour toutt € R :

Qj (z) = /R F(t)eiet dt.

ormer de Fourier de f.

B T 8xk
Exercice 1.3 "Transformer de Fo 'er’ﬁ\}s

La fonction f est appelé
1) Montrer que J? est définie sur R.
2) a) Montrer que f est bornée.

b) Montrer que si f est continue, alors ]? est continue.

3) Soit f une fonction continue et n € N, montrer que si t — t" f(t) est intégrable sur R, alors f est
C" sur R.

4)) On considére 'espace vectoriel LL(R) = {f continue et intégrable sur R} muni de la norme ||.||;
avec

+o00
1flh = / F(t)|dt

et B(R)l’espace des fonctions bornées sur R muni de ||.||co-
On pose
" (LeR), [[h) — (BR), [|-]]s0)
f—1f

Montrer que p est continue.



2
5) Soit f(t)=e 7.
a) Justifier que f est dérivable sur R et qu’elle vérifie I’équation différentielle y' + xy = 0.

~ to L T
b) Déduire 'expression de f sur R. (On admet que / et = T)
0

O

ch)

On rappelle que la fonction t — t*~le™t est zle sur |0, +o00[ ssi x > 0. On définit, ainsi la fonction

Gamma d’Euler par : Q

Exercice 1.4 "Fonction Gamma d’Euler”

t*le7tdt Va > 0.

Montrer les résultats suivants :
1) La fonction I' est de clafse C’@
2)Vx >0, I'(z+1) = .
3)(n+1)=n!Vn
YT = VR
5) Montrer que I' est convex& sur |0, +o0].
6) Montrer que I" s’annule une et une seule fois en un point o €]1,2[. En déduire les variations de T" sur
10, +o0l.
7) Montrer que a) xl%r(&)xf(x) =1 et Q}H& ['(z) = zl_lgloof(x) = 400.

x

b) Calculer : lim ———.

r—+00 I
¢) Donner lallure de la courbe de T’




Exercice 1.5 Pour x € R, on pose :

f(a:):/o (1= 1) dt. ’\Crbs

1) Montrer que le domaine de dédinition le domaine de f est |z [.

2) Montrer que f est continue sur son domaine Q
3) a) Soit n € N. Vérifier que f(n) > 0.
b) Calculer f(n) pour n € N.

4) a) Verifier que ¥t € [0,1] t(1 —t) <
b) Déduire la valeur de lim f(z).

r—>+00
1. a) Justifer que f est décmissante.&

N

b) Montrer que lim f(z) =
z—0t

%Q)



2 Cas d’un segment
Dans cette partie, on considére une fonction

fo Ax[ab — E
r— f(x,t)

Théoreme 2.1 de continuité.
Si (z,t) — f(x,t) est continue sur A X [a,b],

F: A—F
alors s F(x) _ /b f(:c,t)dt est continue sur A.

Exemples

jus

2
La fonction F(z) = / sin(x + t)e"dt est continue sur R.
0

A (N

Théoreme 2.2 de dérivation.
o(x,t) — f(x,t) est continue sur A X [a, ]
oVt € [a,b], x — f(x,t) est de classe C* sur A
Si
of :
o(z,t) —> 8—x(x,t) est continue sur A x [a, b]

alors Uapplication F est de classe C' sur A et

b
Ve e A, F'(z) 2/ %(m,t)d

Exercice C@
1t
Soit, pour x > 0 : h(z) = / %
o t+x
@w pfier sa la monotonie.

Montrer h est de classe C! su
+oo () = 0.

7= In(z + 1)) existe et finie.

z—0t

(1)
(2) Montrer lim h(x)
(3)
(4)

Inz




Exercice” Calcul de I'intégrale de Gauss”

On considere 'application f: R — R

1 —z2(1+t2)
—
’ / 1t
1) Montrer que F' est dérivable sur R et que

Ve e R, f'(z) = —26_“’2/ e
0

et dt est constante . Cb)

2) Montrer que z — f(x

|a\

+0o0
3) Déduire que / e Cdt =
0

.{,‘Zy

O



