Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Transformer de Ifﬁpé/b)

Dans ce probléme I K désigne R ou C. Si [ est un intervalle
des applications continues de I dans K et C?(I, K) dési
C? de I dans IK oup>1

Soit f € C(R*,C). Pour tout z € C tel que I'i

(I, K) désigne I'espace vectoriel
ctoriel des applications de classe

' f(t) dt converge, on note L(f)(z) la

valeur de cette intégrale. La fonction L(f) ainsi dé t appelée la transformée de Laplace de f.

Partie I

1. Soit z € C Montrer que la fonctig

2. a) Montrer que que la fonction ‘g
si, et seulement si, y = 0.

b) En déduire que 'intégr 2% e=2t dt converge si, et seulement si, Re(z) > 0.
“+o0o
3. Soient f € C(R*,C) et teld’que l'intégrale / e *" f(t) dt soit convergente, et soit z
0
un complexe tel que R (20). On désigne par F' la fonction définie par

Q) Fx) = /:e‘mf(wdt, >0,

a) Montrer que_F est de classe C! et bornée sur RT.
onction ¢ + e~ (720t [(1) est intégrable sur RT.
¢) Monfrer_que l'intégrale 0+°° e ' f(t) dt converge et que

+00 +oo
/ e F(t) dt = (= — ) / G0 P4 dit.
0 0

4. Ici f € C(R*T,C) désigne la fonction t — e, X\ € C. Préciser le domaine de définition de
L(fy) et donner 'expression de L(f\)(z) lorsque cette quantité est définie.
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Abscisse de convergence
+oo

pour f € C(R*,C), on pose C(f) = {z € R tel que / e " f(t) dt converge,} .
On pose o(f) = inf C(f) avec la convention o(f) = ioo si C ) et o(f) = —o0si C(f)

est non minoré.
o(f) est appelé abscisse de convergence de L(f).

+oo
5. Montrer que si o(f) est un réel, alors pour tout z € R tel > d(f) , alors / e " f(t) dt
0

converge.

Si f € C(RT,C) est une fonction telle que o(f)
transformée de Laplace L(f) est définie sur I'interyalle d

&

alors d’aprés ce qui précéde, la
t Jo(f), +ool.

Dans la suite du probléme, on note aussi L(f
transformée de Laplace de f.
Soit f € C(RT,C) une fonction telle que

6. Montrer que f est continue sur |o(f),4o0[

7. Soit [a,b] Clo(f),+o0l.
a) Montrer que L(f) est C! sur [a,b] et

~—

—+00

L) (x) = / te~ (1) dt, Yo > o(f).

0

b) Montrer que L(f) est C? su [ et que

= /+OO e " f(t) dt, Yo > o(f).
0

¢) En déduireyypour tout = > 0, Pexpression de L(w)(x) & I'aide des fonctions usuelles.

Partie II : Comportement au voisinage de ’origine

Soit f € C(R™,C); on s’intéresse dans cette question a 'étude du comportement au voisinage de
07 de la transformée de Laplace L(f) en rapport avec 'existence de L(f)(0).
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1. Dans cette question, on suppose que L(f)(0) existe, ce qui est équivalent & la convergence de
+o0

l'intégrale f(t)dt. On en déduit que o(f) < 0.
0

a) Montrer que, pour tout z > 0,
+oo
L)@~ L0 = [ (Fp LU Tt
0
ou F' désigne la primitive de f qui s’annule en 0.

b) En déduire que L(f)(x) admet L(f)(0) commersque z tend vers 0. On pourra

exploiter le fait que tEeroo F(t)=L(f)(0) .
antes d’existence de L(f)(0) lorsque
“Whéofeme de Tauber).

ion t — tf(t) tend vers 0 en +o0.

2. Le but de cette question est d’étudier deg condit
la fonction L(f) posséde une limite da

Dans cette question, on suppose que laxfo

a) Justifier que o(f) < 0.
1 a

b) Montrer que la fonction a — —/ |t f(tHdt, définie sur |0, +oc[, tend vers 0 en +oo.
a Jo

¢) Montrer que, pour tout réel u,
1—e™ <u.

d) Montrer que, pour tout x et{a ré ictement positifs, on a

[ga| =T 0 emsonaes | e ) ar

En déduire que

f(t)dt‘ <o [ e+ swles )]

e) On ose ue la fonction L(f) posséde une limite u € C en 0. En choisissant
convenablement™s.en fonction de a, déduire de ce qui précéde que L(f)(0) existe et vaut pu.



