Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme

Norme et intégrale & parametre

On considére I’espace vectoriel By = {f : Ry — R de classe C* tel que f(0) = 0}. On pose

={fe E[] tel que e (f( )) soit 'intégrable sur']O,

E, = {f € Eg tel que t— ( I (t)) smt mtégrable sur ]0 +

Partie I

1. a) Montrer si f € E; et g € Ey, alors la fonction ¢ »—)
b) Montrer que E; est un R-espace vectoriel.

f(t)g() tnté blé s

o0 g4?
2. Pour tout f € Ei, on pose Ni(f) = (/+ (l%)-),dt
0

Montrer que N; est une norme sur Ej.
3. a) Montrer que E; est un R-espace vectoriel.

b) Pour tout f € Es, on pose No(f) = (/ (f'(t))zdt
Montrer que N> est une norme sur Es. 0

Partie II
Dans cette partie, on considére la fonction (m.u

\@—arctan(t), ViteR,

+o0

1. Montrer que f € F;.

4. a) Montrer'que ¢ est continue sur ]0, +oc].
b) Calculer ¢ our z €]0, +oo[\{1}
(Ind : Décomposer en élément simple la fraction rationnelle F(Y)= . )
. Y +1)(Y +22)”
5. Déduire la valeur de Ny(f).
6. Soit z € [0, +o00[. On pose g; : t — g,(2) = poC At
pose g; 9x(t) T

+o0
et G(z) = / arctan(zt)
) b i b V2o

7. a) Montrer que la fonction G est définie et de classe C! sur [0, +oo].
b) Calculer G'(z), puis déduire G(z),Vz € [0,+00].
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8. Calculer Ni(f).

Partie ITI ‘
Dans cette partie, on suppose que f est la fonction définie sur Ry par f(t) = In(t + VI + t2).

1. Montrer que f € E» et calculer Ny( (f).

In
2. a) Montrer que la fonction ¢ —» % est intégrable sur 0, 1].
b) Montrer que / (t) —2 sachant que Z T
0 6’ q -6

) M mn=2 " L8, Wi o
¢) Monrer que =2/- B0 )

b i 0 t\/at2 =1
d) Déduire la valeur de Nl( f ) (Utlhser le changemcnt w=In(t +v1+12): |

Partie IV \
Soit f une fonction quelconque de Ey. On associe 4 f les fonctxons g et h déﬁmes p

9(t) = '%, ’(t)~&Vt>0 ctonposcﬁf

1. Calculer hm h(t) et hm g(t) (Expnmerélalde de /3) :

2 Exprxmer f’ (t) —Vtg (t) en fonction de h(t), V¢ > 0.
3. Calculer lim +/(t)¢() et lim 9(t)g'(t). (Exprimer a 1
t—0t t— 0+ /

4. a) Etablir pour z > 0, la relation

/’<f'<t))2dt=%(y(xi))ff/: /) it g f R “

00
({1 20l

b) Déduire que si f € E; alors pour touts

ol e ‘A‘l-l y 1t VIGCE 310D ‘r
dt < 4 / (f’(t))zdt S
0
puis que Ey C E|. . 7 s

. Montrer que pour f € Eg, ) :':v;.,. ité N1(f) < 2Ny (§) r 45
6. On considere,la suit nctionsAf,)n>1 définie sur R, par : Vn'e N*, fn(t) =6 sm(nt)
a) Veérifier 3 25t u esultedéléments de ) A dbinack il T i ol
, W s1n2(nt) |

[

€ N* la fonctlon t—

( )
est mtcgrable sur ]0 +oo[ et que

)dt 0.

lim
Ly J0 n2t2 Vo tre ot ’ I 1 143
¢) Déduire quiNes normes N, et N ne sont pas équivalentes. F M ¢ gieny G Ve 1olualal) (i

I

La
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