Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme 2 "Intégrale a f)}@

Notations
On désigne respectivement par :

— J lintervalle | — 1, +o0.

— F lensemble des applications de J danyR.

— B I’'ensemble des applications continues

— & 1761’15?1’?]316 des applications f continues‘sur
t

1+ t2

rnées *, a valeurs réelles.
1. & valeurs réelles, et telles que la fonction

t— est intégrable sur R*,

Partie 1

1. Prouver que & est un R-espace vectoriel contenant B.

2. Vérifier que 7 : t — /tsin(t) ést ¢
On retiendra donc pour la suité®d
signe constant, ni borné sur ({0, o0}

t
3. Soit f un élément ‘dé Mon ue, pour tout z € J, la fonction t — L est
1+t2+z
intégrable sur R,
Dans la suite, pour f & ote T[f] la fonction & valeurs réelles définie sur J par :

t de £, mais n’appartient pas & B?
pbléme qu’un élément f € £ n’est pas forcément de

f)
Veeld T =
ved, T = [ 1
4. Montrer que 7T : T[f] est une application linéaire de £ dans F.

Partie 11

f désigne un élément fixé de £.



1. Prouver que la fonction T'[f] est de classe C* sur J et que Vn € N,

ft)

Ve e, (T[f)"™(z) =~ /
v, (T () i
Dans la suite on note, pour p € N, I, = T t2 o \b
2. Montrer que pour tout réel z dans U'intervalle | \

Partie 111

1. Soit f € £. On définit ® sur R™ par ®(¢)

a) Vérifier que ® est bornée sur R

b) Montrer que pour k£ € N*, ¢t — est intégrable sur RT et que :

tD(t) I
e (14 t2)k+1 9%k

2. On suppose f € Ker T. Montret

3. On considére ¢ : [0 g, — je par :

4. Montrer que plication T est-elle injective.

Partie IV

Dans cette partie, on suppose que f(t) = cos(t).



. Justifier que f € &.

On note g = T[f] et pour a > 0, h(a) = ag(a®* — 1) = /

R+ a? + .
. Etabli, a I'aide d’une intégration par partie, que Ya > £, |h(a)| &
1 +° cos(u/n)

. a) Vérifi h(=) = ——=du.

a) Vérifier que <n) /0 T
1 T
b) En déduire lim h(—) = —.
) En déduire dim (n) 5

ans la partie IT que h”(a) existe

. Démontrer en utillisant les expression de ¢’ et ¢” obten
pour tout a > 0 et peut se mettre sous la forme
h'(a) = / cos(t) dt
@ = [ BN |

. Verifier que pour (a,t) # (0,0)

62
da?

a +82 a 0
a2+12) o2 \a2+t2)

a) Exprimer h”(a) en fonctiog dé A

b) Montrer que pour tout 0, h(a) = ge_“ et en déduire g(x).

. Déterminer le DIy(0)

cost cost
a) Calculer Ky = = ——dt et Ky = ——dt.
) ° == [ e

. . . A tsint
b) Justifier I'exist et d¢terminer la valeur de K’ = lim dt.
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