Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Problémes Intégrale '%Czbbétre
Probléme 1(d’aprés concours 2008). @

— FEtant donné une suite de nombres comt

on dit que la série g u, converge si

neZ
les séries Z Uy, et Z u_, convergent. Dans.ce ca§f on note
neN neN*
+oo
Uy, + Z U_p,
n=—oo n=0 n=1
Soit f : R — C une fonction coufinue pagAnorceau et intégrable sur R.
1. Montrer que pour teut = Na fonction ¢ — f(t)e™* est intégrable sur R.

On pose alors la fonctio

1 teo .
:R—)(C,mr—>—/ e " dt
5 | f(t)

appelée la gransfo de Fourier de f.

2. Démontrer qu

3. Soit k

a fonction F(f) est continue et bornée sur R.

se que la fonction
fi :R—=C t—tFf(1)

est intégrable sur R. Montrer que F(f) est de classe C* sur R et que pour tout entier p €
{1,...,k}
(F(f)NP(x) = (=i)*F(f,) pour tout z € R.

4. (a) On suppose que [ est de classe C! sur R et que f’ est intégrable sur R.
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(i) Montrer que
lim f(z)= lim f(z)=

r—r—+00 T—r—00

(ii) En déduire que
F(f)(x) =izF(f)(x) pour tout
(b) Soit k£ € N*. On suppose que f est de classe C* su s\ ., f® sont intégrables
sur R.

Montrer que pour tout entier p € {1,..

F(fP)(x) = (ix)? F(f)(x)
W

lim 2" f™(z)

T—-+00

: R — C,t — tPf(t) est intégrable sur R. En

déduire que F(f) est de classe C*° et que paur, tout p € N,

@) (z) = ( i)PF(fp)(x) pour tout z € R.

(b) Montrer que, pour tout p € t intégrable sur R. En déduire que pour tout p € N,
F(f (x) pour tout = € R.

€S
2. (a) Montrer que pour tou%

(c¢) Montrer que F

[ > 0, 4a série Z f(nh) est absolument convergente.

neN
> 0,

n+1

z))dx — Z hf(nh) = h/ (f(th) — f(nh))dt.

+00 400
x)dz — Y hf(nh) gh/ |/ ()| d
n=0 0

(c) Montrer alors que

+o0 +00
lim " hf(nh) = f(x) dz.
0

h—0t
n=



(d) Montrer que la série Z f(—=nh) est absolument convergente et que

neN*

—+00 “+o00
li hf(nh) = :
Jim 2 f(nh) N f(z)d

Probléme 2(d’aprés concours 2025).
Partie 1
Dans toute cette partie, on considére une application continue f :

[— C telle que

+oo

f(t)dt converg
0

+o0
On note I = f(t)dt. Pour x > 0, on pose F'(x) t.
0 (

/O - e f(t)dt = / m e " F(t)dt.

a
0
On considére 'application £ : a [ L(a) = f0+°° e" f(t)dt.
4. Montrer que L est de classgC™ sur |0, +oo[ et que pour tout n € N* et tout a > 0,
+00 +o0
£0(q) Leyre=at Pyt + n / ()" Le=t P(1)dt.
0

5. Justifier que pour 0,
+oo
L(a) :/ e “F (E) du,
0 a

puis en déduire que £ admet une limite finie & droite de 0 et que

lim L(a) = 1.
air(gl'*‘ (a)
6. Prouver que aglllooﬁ(a) = 0.
+oo
Pour z > 0, on pose G(z) = f(t)dt.
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7. Justifier que l'application G : = +— G(z) est bien définie et dérivable sur [0, +oo] et que
lim G(z)=0.

T——+00

8. En déduire que pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que pour tout x > A,

EAZ%WAS .

T

1 [ 1
9. Soit & > 0. Prouver que —/ tf(t)dt = —G(x) + —/ :
T Jo T Jo

10. En déduire que
tf(t)ydt =
/0 f< ) T—>+00
On considére dans la suite, 'application Q
: 00|

+oo
11. Justifier la convergence de / —dt.
0

Pour a > 0, on pose L,(a) = [, g ' (t)dt.

12. Montrer que L, est dérivable sug, | et que pour tout a > 0, £ (a) = —ﬁ.
+ .
sint
13. En déduire la valeur de / Tdt.
0
Partie 11
Dans toute cette partie, o une application continue f : [0, +o00[— C telle que

On définit "application

g:[0,4+00[— C

L Stf@yde siz >0,
x»—>g(:17)—{lf(8) Gir—0

2

4



10.

11.

Montrer que g est continue sur [0, +o0].
Justifier que g(x) =0 (1) et en déduire que les intégrales [," e~%g(t)dt et [, te=g(t)dt
T—r+00

convergent, pour tout a > 0.

Soit a > 0. Montrer que pour tout x > 0, @
/ e f(t)dt = xg(x)e " + / e “hg(t)dt te “g(t)dt,
0 0

+o0 +o0
et en déduire que / e f(t)dt = / e g(t)dt “a(t)dt.
0 0

+00 +o0
Prouver que lim av/ te""g(t)dt = 0 et en dédui e lim e "g(t)dt existe et
0

a—0t a—0t /g

vaut
li

a—0

1 xX
Montrer que lim —/ tlg(t)|dt = 0.
0

r——+o0 I

Montrer que lim (/ g(t)dt—/ e_ig
T—+00 0 0

Justifier la convergence des intgé

t

+o0 . +o0 ez
e =g(t)dt et / ; dt, pour tout x > 0 et
x

montrer que

En déduire que lim
T—r+00

+oo +oo
(t)dt converge et que / g(t)dt = lim e g(t)dt.
0

a—0t 0
T T +o0
> 0, / f(t)dt = zg(x) +/ g(t)dt et en déduire que / f(®)dt
0 0 0
+00

f(t)dt = lim " e " f(t)dt.

0 a—07t 0

On considére 'application
¢:[0,+o0c[— R
Lo —sint sit>0,

ts p(t) = 1
gb() 1 sit=0.



12. Justifier que ¢ est continue sur [0, +oo.

+oo
13. Soit a > 0. Prouver que / e~ "¢ (t)dt converge et que
0

+o0 . 1 +00
“U(t)dt = ————

(On pourra utiliser un développement en série entiére).
400
14. Montrer que lim e ¢ (t)dt existe dans R, maj ‘nfégrale f0+°° o(t)dt diverge.
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