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Correction Probléme 2 “Intégrale a mégre
I.1° 11 est immédiat que £ contient la fonction nulle et est stable par combi- | I1.2°.a)
. o ) . i . ¢
naison linéaire, donc £ est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel (2, t) — f(t) est O sur J. Une récurrence
C([0, +oo[, R). 1+82+x

Soit f € B. Alors il existe un réel M > 0 tel que V¢ >0, |f(¢)] < M.

Ainsi Vt > 0, lit)Q < 1ﬁ2 ﬁ—tt)z, (dg

continue) est en outre intégrable sur R*, donc f € €. Donc .

A
1+82 — 0

=0 (t%), ce qui montre que ¢t —

1.2° v : t — \/tsin(t) est continue sur R* et |y(t)| <
prouve que v est intégrable sur R™, donc v € £.

(9%2) ce qui

Sin € N, alors ¢ (g + 2n7r) = /5 + 2n7 qui tend vers +-o00 quand o0
ce qui montre que 7y n’est pas bornée sur R,

I.3° Pour tout z fixé dans J =] — 1,400[, 1 + ¢* + 2 %, 0 et par suite la
fonction t — +t(t2r est continue sur RT.

£(1)] If (@)

1+ 8242 o L+ 2
valentes positives permet de conclure a

t
1+t2 42
I1.4° T : f — T[f] est clairement une applica
rité découle immeédiatement de la linéarité de l'intégration :

T[f)(x) + AT[g](x))

Comme

nctions équi-

r Rt de la fonction

de £ dans F. Sa linéa-
(T[f +Mgl(z) =

Partie I1

de montrer que :

oy B ) f(t)
“ ()= (=1 p! S

t R*
N, V(z,t) € J x RT, s

P
pENtlﬁa

— Soit [a,b] C J avec —1 < a < b.

J (x t) est continue par morceau sur R*.

VY € [a,b], Vt >0,

notée

K,p<t>‘

g |£(?)]
@(x’t)‘ = (142 + a)rt!

@K p est continue et intégrable sur R* (car négligeable en +o0o devant

Pr0)-
On en déduit que, T'[f] est dérivable a tout ordre p sur J et que :

e N, Vo e (T = [ T8t dt = (-17p F),

+ 8:151”

I1.2°.b) Pour = = 0, on obtient |Vp € N, (T[f])®(0) = (—1)P p! I,.

I1.3°.a) Comme 1 + t* > 1, alors Vp € N, (1 + ¢*)P*! > 1 + ¢* et donc
/()] /(@)
(12t = (1+12)




/()]

Comme [ € &, on en déduit intégrabilité sur RT de t — ——+— et

(1+ 2+

I'inégalité :

11.3°.b)

Soit z fixé dans | — 1, 1[. On remarque que V¢ > 0, }HLtQ‘ <1

t t 1 1) - P
vneNwvt>0 10 SO :1f+(i2p;<_1)p< )

OnposeI:/R+1+t2dt.

Posons u,(t) = (—1)”%1‘7’ ou x est fixé dans | — 1, 1[.

£0) £0)
/R+ 1+ 2y dtS/R+ 1+ dt.

T+t 1+ 1+ 5

IR VI ()
— pz:;(—l) T —(1 2y

£ (1)l

Chaque fonction u, est intégrable sur R* (d’aprés le I1.3°.a).

la

série de fonctions ) u, converge simplement sur Rt
f(t)
vers S, 1t — ——F— .
’ 1+12 42
S, est continue sur R*.

— la série Z/ |up| est convergente car / lu cl =
R+ R+
/@)
dt.
g+ 1+ 12
On peut alors donc appliquer le théorafe d’int lon, termes A termes et

on en déduit que S, est intégrable sur

(ceNqu’on savait déja) et que

Partie 111

III.1° On remarque que ® est de classe C! sur RT comme étant la primitive
ft)
1412

sur Rt et a une limite finie en 400

L du<I= /]R+ llfj_—ujldu (indépendant de

td(t
# est continue sur R, donc inté-

I
ViR 1, |We(t)] < e o qui montre que Wy est intégrable sur [1,4o00[ et

par stiite sur RT.

Une intégration par parties sur [0,y] pour y > 0 avec u(t) = P(t) et
—1 Yootd(t

U(t) = m donne, sachant que @(0) =0 : /0 ﬁdt =

RN oy N

2k (1+y2)k 2k J, (1+)(1+t2)F

® étant bornée, le premier terme tend vers 0 quand y tend vers +oo.

/ o) L

skt T 2k

Donc

IT1.2° Si T[f] est la fonction nulle sur J, alors d’aprés le I1.3°.b), Vz €

] -1, 1[72(_1)141—”19 = 0, d’ot [, = 0 pour tout k € N, (par unicité de
k=0
développement en série entiére de la fonction nulle).

On a aussi le fait que toutes les dérivées successives en 0 de T'[f] sont nulles,
d’ott la nullité de tous les I; en utilisant cette fois le résultat du I1.2°.b).



IT1.3°.a) ¢ est déja continue sur ]0,1] comme composée de 6 : u — /=%
continue sur |0, 1] & valeurs dans R* et de ® continue sur R*.

Pour la continuité en 0, on remarque que lir% 0(u) = 400 et que . 1121 O(t) =
u— — 400

Iy = 0 (car f € Ker T'), d’ou par composition de limites, liH(l) o(u)
u—

©(0).

Ainsi ¢ est continue sur [0, 1].

En utilisant les résultats des questions II.1.b) et IIL.2, on a Vk €
td(t)

————dt = 0.
N f =

En effectuant dans I'intégrale simpl /y ()
n emectuan ans l'mtegrale simple e
& Pe )y e

dt le changement de va-

riable u — ¢t = /=% décroissant de classe C' de [ﬁ, 1] sur [0, y], on obtient
, 1 —2tdt
d’abord ('LL = m,du = m) :

L [ s -
) e uFo(u)du, d’ot 'on déduit quand y 00
o (1412)k+2 1/(1+y2)

1
(puisque les deux intégrales existent) : | Vk € N,/ uFp(u)du = 0.
0

IT1.3°.b) On sait (théoréme de Weierstrass) que
limite uniforme d’une suite (P,), de fonctions polynom
¢ étant bornée sur le segment [0,1], il est facile
suite (P;Lgo)n converge uniformément sur [0, 1] vers

1

li P = 2 :

i [P = [
1

Or Vn € N, lim P, (u)p(u)du

n—-+o0o 0

1
On a donc / ©*(u)du = 0 avec p? continue et positive sur [0,1]. On sait
0

que nécessairement :

Yu € [0,1], o(u) = 0.

1—u

IT1.4° Ainsi Vu €]0, 1], p(u) = @ (
0

Or @ est de classe C' sug R, d¢nc 8 dérivant, on obtient V¢ > 0, ®'(t) =
t

0,

1+¢2

Donc f est la fonction malle.

On a donc montré que [f]X= 0, alors f = 0, ce qui signifie que
‘T est injective ‘ c E :

Partie IV
acost

intégr ar parties, on obtient Vo > 0, dt =

) =0, c’est-a-dire Vt > 0, P(t) =

u

asinx
a? + 22

2atsint

m est intégrable sur

1 .
=0 5 ) ce qui montre que t —

tsint
En passant a la limite quand = — oo, on obtient h(a) = 2a/ ;’Ldt.
R+ (a2 +7)?

Ainsi [h(a)] < / 2t gt [ —a }tﬁoo 1
insi |h(a a Y = — I
= Jre (a2 +12)? @+, a

1 cos (&
()= [ =B,
n R+ 1+ u?
IV.2°.b) On va appliquer le théoréme de la convergence dominée :
cos (2)

1+u?

n € N* ona:

Considérons la suite de fonctions (h,,) définies sur R par h,(u) =

chaque fonction h,, est continue sur R*.

la suite (h,) converge simplement sur R™ vers ¢ : u —
chaque fonction h, est dominée sur R par q.

la fonction dominante ¢ est intégrable sur R™ (cf 1.1°).

_1
14+u? -



On a donc toutes les hypothéses pour appliquer le théoréme de la

h, = / g. Ainsi
R+

on en déduit que lim
n—oo R+

convergence dominée :

tim (- :/ du__
n—00 n r+ 1+ u? 2

IV.3° On a vu au II.2.a que g = T[f] est de classe C* sur J.
Il en résulte par composition que h est de classe C* sur R™.
Ona: h'(a) = g(a®*—1)+2a%*¢ (a*—1) et h'(a) = 6ag’(a®*—1)+4a3g" (a*—1).

o 3 5 S /R+ [(a28j3t2)3  (a? iatQ)g] (cost)dt =
/R+ {%} (cost) dt.

0
P ill —
arailleurs, -~ {

obtient

a? + t2 (a? +12)?
92 a __ a3—6at?
da? [a2+t2} = (@Z4t2)3

W'(a) = /R ) {88—; (CLQLHQH (cost) dt.

IV.4° On obtient facilement que pour (a,t) # (0,0),

P a N _,

o \a>+12)

oy 0? a

Ainsi h"(a) = —/R+ [@ <a2+t2)} (cost)d

IV.5°a) A laide de deux intégrations par parties effectuées d’abord sur
0 a
0, x|, on obtient successivement h”(a) = — | —— sint) dt, puis
0.4] W= [ |5 (ta)| smodan
acost

h//(a’) = /]R+ a2+t2

IV.5°.b) h(a) est don
D’aprés IV.1, lim h(a)

a—+00

Texp(—v1+ )
2v/1+z

r 3,

Ainsi uis | g(z) =

. —Acos A A1
V. b)/ 1—|—t2 EEWEE ~|—/O mcostdt Or 1+t2)2 cost =
1
O <t_2)’ d’on Uintégrabilité sur R*.
1—t? 2 — (14t
Ainsi K/ = / ————costdt = / gcos.tdt = 2K; — K,.
r+ (1+1%)? rt (1+1¢%)?
Donc | K/ = .
2e




