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RIS
/ o Onnotera qu'il est dit dapg | l RLLIN”NAIRES

A : a Y < 7 Ww cnleuls
des denx premidres parties trolsidme partie aue Ny(f) < 2N; (f) , co qui donne utt controle (trés partiel) des ealeus
S, S el , ce

e Dans tout le probhRume je note

4\ )z :
o Jutilise régulidy @ los fonctions auxilinires introduites «
cra » 3
iy o (t’d(r)) l::u;‘ I propriété: Si ¢ est continme pusitive sur R** , sl ¢ 80 prolonge par t‘U"“""“.(‘ . 1L|t||:{i
sur 10,1 alory AP ' G‘R l\\lurs © est intégrablo sur R** . En effet les doux pravlires hypothdse pssurent 1'intégrab
HH premidre et la trobsidme assure sur (1, 4-00( « ‘

e De méme si ¢
@ est cantinue positive sur R* et s limy.. o (1) = LER ulors ¢ est intégrable sur R

PARTIE I - Exemple 1
1) : ‘
La foncti . :
on arctan est de classe C' sur R, elle vérifie arctan(0) = 0, done [ est dans .

Par ailleurs 1! P
eurs l'application ¢ : V¢ ¢ R** T nmﬁuni est intégrable sur R** car

e clle est continue positive sur R'*
e clle se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1;
o iy (t’d(t)) = “;

Done :

o =ik
2)

e La fonction H, est continue positive sur R*,

o limg, o (2 H, (1)) =0.

done H, est intégrable sur R,
On remarque que (f'(t))* = g7y = fi(t) done :

ez

3.1)
On éerit @(x) = [p+ ¢(x, t)dt avec 1V (z,t) € R** xR¥ (z, t) — ——‘—"(,,H)(,,“,,. (le denominateur est non nul car 2> 0)

e pour tout xr € R*+* la fonction t — ¢(x,t) est continue intégrable sur R
e pour tout ¢ € Rt la fonction z — ¢(z,) est continue sur R**
e On a la domination sur tout segment [a,b] C R** :

indépendant de x

Y (z,1) € [a,b]xR*  d(z, 1) < _?_1_2 continue intégrable sur R* (fonction continue , positive sur R* cara >0
0.t et lim(t"':;iﬁ):l)

d’olt par théoréme sur les intégrales & parametres :

e i R

3.2)

1 s = N Sl ]
T+1)(T+2?) 1-22T+1 T+a? i

1 [fx dt /x dt
=1kl Bel 12+¢=]

1 . 1 X
T (nrcmu()\ ) - = arctan (?))

-

a . T e —te ([ E i) e——
comme r > 0 on a par passage a la limite : ¢(2) = 733 ( 2 2:) = 2z(x+1)"

3.3) D'olt

X 1 -1 1
it
/0 1—13[t2+1+t2+13]‘
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/
Fe> 0,2 7 L ¢(0) = Toan)

9 7 = o U@L = fas a0 = 1)
((Jr post continue d’aprés 3.1 donc par passage A la limite dans \"6galité précédente :

2
,p'(u):]_-ﬁl;:ﬁ-"—‘ >0

4) En posant ¢(u) = u — arctanu on a :
pone © est croissante et comme 6(0) = 0 on obtient :

Eu eRt, _u= nrcimni > li

5)
+ La fonction G cst continue positive sur R**

e cllc sc prolonge por continuité en t = 0 par G, (0)=azct

o limim oo (3G (1)) =0

6.1) ‘

soit ¢ ¢
. arctan(zt)

v(z,t) €RY X RH; H@t) = e+ 1)

a pour/ tout z€Rt Lt — o(x,t) est continue , intégrable sur Rt*

St ¢(z, ) est continue sur R* ¥+ ‘

et — | s i

e pour tout t € R
b  R*:(9(@,) € THD

{ ‘ iudépéudmlt de T

continue intégrable sur R+

e Ona d'apresla question 4 la domination sur tout segment (a,

es s'applique et donne la continuité de ¢ sur tout intervalle '

Le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un paramétr

[a,] donc sur R*. ) TR Y T : \
6.2) ' 4 ! el R e gyt
De plus 48 (z,t) = w@rn(+2?) et

gf(m, t) est continue, ‘intégrahlo gur R** ( car continue sur R, positive et lim+eo (t’g‘f(:v, t)) =

(S L | [ ,

e pour tout = € RY,t—
{ 0siz>0

1sic=0

e pour tout teRt" ,z— % (z,1) est continue sur R*" / !

S . Do indépendant de z
o On a la domination sur R7: L2(z,t) & o { sontinue intégrable sur Bl i 4 e &
donc d'aprés le théortme de dérivation des intégrales dépendant d’un pamméti'c ona:

[ocst_declasse L sur 2t

- Vi 0

6.3) sy
De plus avec le théordme de dérivation des intégrales dépendant d’un paramétre on a !

o 9 P i i 1 '
vz ¢ RY, 0'(z)=/ —z,tdt:fA \ e
R+ 81:( ) o . (+83)(1+ a:zt")dt'

Pourz #0ctx #1

|

v - & [t ATE T oo
& Jo,  (LFP)EE 2 L2223 (2 +1) d’aprés 3.3

x 1 'i:“
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= s 16 : ity P insi 1 =1
_petx =1le résultat reste vrai par continuité (0" est continue sur R*, ainsi quUe T = 2.z+1

ssi calculer la primitive par décomposition en éléments simples.

p{ut S
§ est de classe C1 sur R* on a: 0(c) = 0(0) + 5 0'()dt =3 In(z +1)-

\ . \

6.5) |
_ [Heo(nrdunty? +o0

MU=l )2dt et 0(1) = wectant 1.

( [ 0 1447 ¢ & :.u=urctnn(12) y=—1/t

On intégre par partics sur un segment [1, X] avec les fonctions

f
¥ arcts : s X arctant 1
arct _arctan(Q)? | = 1
/ (c\!'C ﬂ.[]t)th : [__,_—Ll—] +/ __1._+_t—2— tdt
1 t g 30 45 i ) 1
_ 9 arctan(X) e 2 +/‘ nrctm;t_dl
= “*XX2+1).s M4 Nt 1412 t

]
possible car los intégrales impropres convergent) donne :

||

et le passage a la limite quand X — +o0 (

+2 arctant .zl J o +o0 arctant 1 5, 000
_/1 ke Ydt=TgT J 1+ ¢ i

et de méme sur [X, 1] : ,

1 arctant o i arctan(t)® L fharctantl jof
/(__‘) i I ol e pa Il
X t T WL, ) bt
» 4 éarctan(X)z"__’zr_z_'_{_ /x arctax;t ldt
: “X(X341). 16 A LA+

onne en utilisant’ arctan(X) ~o D, ¢

et ]e plleﬂge a 1!1 hlmte quﬂ.ﬂd A. bd 0 d
2 1 ar Cta]]t 1 ¢

! arctant 2 ¢ W
/0( P S T 1+ ¢t
d'ob : i sy it o
) (Nl(n)z ot 20(1) 199300 )
6.6) ct donc : : - WA Iy | \
o Iﬁf)':%‘ran ct%=2\/@
‘ G g $ X

\

;PARTIE IL - Exemple 2.

remarque :ZJE <2 carIn(2) £1

1)

° Pourﬂtout teR¥ : fl)=
2004) '
o f est de classe O sur R* et £(0) = 0 donc f est dans Eo

X Xa \ \ 2
e De plus (f’(t))2 = —I_t’+l ce qui montre que f'? est continue et intégrable sur R*. Donc

(Na()? = Ji™ T4 = [arctant]f™ = 3. Dol o suol

11+*/=L 13 \ Gdip 1Ol . ! \ |
m = 7;&3.0!1 a donc f(t) = argsh(t) . (la fonction arg sh n'est pas au programme en

M) = /.

2)

e Quand ¢ tend vers 0 : I .
- f(t)y=argsh(t) ~t.
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» Quand t tend vers +co :

ﬂﬂ=mu+¢1+ﬁ=hd+mﬂ+dl+%%dm

car Int tend vers 400 tandis que In(1+ y/1+ &) tend vers In 2 < In(t)

X

/ i
( ou en ulilisanl u = argsh(t) on a t = sh(u) = === ~2  doné i~ In(2t) = In(t) + In(2) ~ In(t)

3)
o f est continue positive sur Rt et f(0) = 0.
e La fonction ¢(t) = (.LL))

— cst continue sur R

— st prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1 d’apr?s la question précédente;

2
- 0R¢(t) = L\_rx_:i.&f ~eo (%(}}) de limite nulle avec 3/2> 1

donc ¢ est intégrable sur R™*.

Tout ceci montre

4.1)

¢ La fonction ¢(t) = fi‘};‘ est_continue positive sur ]0,1[.

1 Jonc la fonction est prolongeable par continuité et donc elle est intégrable

e Quand t — 1, ¢(t) = (1__1)(11-1) A fﬁ 3
sur [1/2,1]

e Quand t =0, ¢(t) ~— Int intégrable sur 10,1/2]
donc ¢ est intégrable sur ]0,1[

4.2) soit ¢ (t) = —t* In(t) N, 1 99it
pour k=0 :—In(t) est intégrable sur ]0,1]

pour k> 1:
o ’application ¢, est continue positive sur 10,1].
o la fonction est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0.

Donc pour tout k € N I’application ¢, est intégrable sur 10, 1] donc sur ]0,1[.
On intégre par parties sur [X,1]:

1 2L+l A2L+1
/z“mwt [ i -———/ X - [1-x4]
= 2% +1 I 1 px+1

et on peut faire tendre X vers 0 I'i intégrale impropre éant convergente

1
o=t e b

4.3) Tl s’agit de justifier I'intégration terme a terme.
o Les fonctions ¢, sont continues intégrables sur J0, 1]
o la série ¥, ¢, converge (série géométrique de raison 72 €)0,1])
o la somme 3550 éi(z) = ;;1_'“5') est continue sur ]0,1[
o lasérie), -ﬁo‘l[ [-#*In t| dt converge: en effet la série Z-_}io_ll | g2 Iet| di="Ji =T m , séries A termes positifs

v T s
avec K Grn? — 4
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TERSA MMM N M WARAITALMANRY AR T T

0
5\1"] .
L \ oo eat ’ inté rrab]c
q“’;cﬂ.léorune d’intégration terme i terme pour les séries de fonctions donne que ¢ est 1" &
+00 i
[ =X ) &

IU,I[ k=0 ]0,1[
soit : '

+o00 + 00 1

—4 - ] _—_—-—-
J"Z‘]k Z (2k+ 1)?
ermes impaT™

pour calculer cette somme on part de Z"“’l ',f' z_ ct on sépare les termes pairs et les t

2 +o00 +o0 oo 177
L3 1 1 1

on obtient :

5.1)

I=(Ni(f)) = foue F2(0) Tt = [ argsh(t)® Frdt
Intégrons par parties comme au 1.6.5 :

[—a:g:lz('iﬁ];:‘ +2/x :rgsh(tldt
s §

1+ t?

/ arg sh(t)? —dt

X
arg sh(X)?. / argsh(t) ,. - -
= argsh(l])—-———— +2 —=dt
gsh(1) ¥ L W12
on peut faire tendre X vers +o0 car
arg s . » A . R oarg s (1) p "Q' —“(-'l e
. —"fh—j:-? est intégrable sur [1,+o0o[ comme fonction continue , positive , telle que {3/22 \/l"", ‘:r/l;t Yo nite 3o

limite nulle .

-2 \ 2
o SXBXL (1_;&)) a une limite nulle si X tend vers +00 :

X 1/2
T 1 = arg sh(t)
h(t):—dt = h(1 +2/ —t
/; arg sh(t) 2 arg sh(1) Ry

et de méme:

: 1 argoh!t! / ar ch(f
P PO arg s
/xargsh(t) it [ ]X+ B tzdt

(et + B [ arg el
X

t\/1+t

on peut faire tendre X' vers 0 car:

° -’:ﬁy est intégrable sur ]0,1] comme fonction continue, positive , prolongeable par continuité en 0 par 1

. M’—)':L'\—L ~ X a une limite nulle si X tend vers 0 :

/ m‘gsh(t) —dl,=._ (arg sh(1))* +2/ bbh(f

ce qui donne le résultat demandé :

|— 21"’“ h/:Lu b]

5.2)

J(t)y= , = > 0et f admet 0 pour limite en 0 et —oo pour limite en +o0c ce qui montre que f réalise un C'difféomar phisme
de |0, +‘~c[ sur ]() +o0l.

On peut donc faire le changement de variable :

o
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w0 f(f) _dt _ _og ] 3 '.'u")““‘
1= 2] 'T'-\[—':"_— 0 sh(u
0

ur ]0,1[,
: sme de 10, +00( §
D'autre part, application u = ¢=* réalise un C*-difféomorphisine 10,

variable p = v,

1241

_.lnt'dv 4J=L.

1
4+ ——
.---'—‘—-du=4fu l1_pv
v

v -’-LL]N = il
M) =% et Vi

1.1)

PARTIE III

(o)
'
ce qui justifie le (‘hm'L',(n,,
l\h

\

1
2

— iu_t' — ﬂ!l
hit) = t=v - Comme f est dérivable en 0 de dévivée a  d'oit ‘

9(t) = \/;ll(ﬂ done a0
1.2)

9'(t) = ! (nvz-j(c)-ki,

1.3) : donc \/fg'(t] = f'(t) - inf) soit  f'(t) — \/-tg'(t) = éh(t).

Vig'(t) = i ¢

el comme g(t) tend vers o

1.4)
e [ étant C! sy [0, 2], Papplication VG
ot (Vig'(1)? et t s (n(1))?
o J'(t) = Vig'(t) +

imy, o+ Vig'(t) =2

Imlh_.n# ﬂ(”ﬂ'(“ = d

3h() or f et de classe C' donc lim,_g+ f'(t) = o et on sait lim,_.g+(h(t)) = «

est continue sur [0, z] donc intégrable.
sont prolongeable par continuité en 0 d’aprés les questions précédentes

'%h(t) donne apres prolongement par continuité en 0 .

b\

o

oF

[uera = [ [(Jig'(t))’+i(h(t))’f»fzg'(t)h(t)] a= [ Ao+ ["Loopas [ om0

c’est la relation (R)

z -, K ,lv— -- L
/u (Vig'(t))dt + /0 Lhyae+

T
0

[ 9000t + 2902 ar g0) = tim gty = 0
o t—0

C alrsrrye R | €1 ;
EU? = [/t @) de+ 3 [ hitea +4(g())]

2.1)

Soit f € E,. Montrer que f € E, revient & montrer que h?
A montrer que l'application 2 — j: h? est majorée (car elle
équivaut a la convergence de l'intégrale impropre)

T T 420
Jnesa | s o i1
0 0 0

Or, d'aprés (R) on a :

ce qui donne la majoration. Donc f € E;. Et donc

2.2)

D'une part ¢(t) = (*24)? est continue positive sur ]0, +00[, prolongeable par continuité en 0
vers 0 si ¢ tend vers +oo : dle est donc intégrable sur ]0, +oco[. Comme sin € Ey on obtient

2

est intégrable swr R** . Comme h2
est croissante ‘et que pour une fonctio

par la valeur 1, et 13/2¢(;)
que sin € B,.

COS + 3 3
D’autre part f(;"’ cos? tdt = 0'”' -“—2mdt =% — +oodonc [i cost?dt diverge et donc sin ¢ E,.

- -
st pas

g T o Y ]
3.1) On procede comme pour les fonctions de carré intégrable en utilisant que pour (u,b) réels ad < 4=t

G
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E est inclus dans Eqg par définition

* E; ost non vide (cf exemples du I et du 1I)

o +
E; est stable par addition : Si f et g sont dans E; (f' + ¢/)° est continue positive sur R
2(f" + 9") . donc par majoration (f' + g')* est intégrable sur R*

E3 est stable par produit externe : si f72 est intégrable sur Rt ((Af)')" = ATJ" licayiones

|E2_esl_un sons espace vectoricl_de 1)

3.2)

Au 2.1 on a vu Vzr >0, fn’(-uiﬂ)zdts-i f;m(f’(t))’dt .
et en faisant tendre z vers +oo cela donne : 7

(N(f))*<4(Na(]))?
d’ol encore : ’
Ni(£)<2Na(f) 0
3.3)
On a bienlf,,(o) =0 et f, de classe C* sur R*.
De plus f,(t) = e~!(~sinnt + ncosnt) donc 4z
2
(fa®)? = e (sin?nt +n2cos?nt — nsin 2nt) = c"“(-;(l — cos 2nt) + 12- (1 + cos nt) — nsin 2nt)
nd4l 2 — 1)
= e 24 2 5 e cos(2nt) — ne” % sin(2nt)
Pour calculer les intégrales , on passe par les complexes :
X ~2t+2int] ¥ -2X 2inX ‘ ]
-2t 2int € 1 —=eufse 1 1+in
(] € dt = . = N X =4 = = Py
0 ( _.|—2+2in A 2 —2in 2(1 —in) 2(1+n?)

car |c—2xezin.\'| — e—2X
ce qui donne o 0 B2 59115

f+oo i 1 e i ‘ Sopdle & i
e” " cos2ntdt = ———= et / =2 s Onidt = ————
: 2(1+n2)e i e “'sin2ntdt 20 +n2)
d’olt e P
‘/‘+m(:fl(t))2d[ 1+n°1 g n2 = AR ) Vel LS JUY day (\o o n2
t = -n = 2 “ iy Sonoy e
2 n 2 9 2 2(1+n?) 2(1 + n?) 4(1_*_112)[(" +1)" + (n 1) 2n,,] =
et enfin :
A"-'(fn =‘2'
3.4)

On connait déja b =2 . Le probléme est donc a .

Que faut il faire : eziste-t-il a et b strictement positifs téls que pour toute fonction f € Ea aN,(f) < Ni(f) < bN,(f) .

Si a eriste on doit montrer ¥f € E; aNo(f) < Ni(f) . S’z « n'eziste pas on doit construire un contre ezemple el trouver une

suite (f,) telle qgue lim (%) =0. ks PPN L

vue la question précédente c’est le plan "a n’exisle pas” qui est préparé . On montre donc lim (—-1—-“ L ‘) =i

Na(fn)
00 o=t 411,23 2 .
Ju cst dans Ey, donc daus Ey. Ona  Ni(Jn)? = ff ™ <5041, et done (Jllal)” = 4 fr <= abinn 4,

=2 0

On const ate que la suite ¢, (1) =
e ¢, esL continue intégrable sur R** car N (f,) existe

e VYne N Vie R, |4,(t) < e continue intégrable sur Rt donc sur R** .

donc par convergence dominée

o ()" () t00) -
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conclusion :

4)

2.

e
Q::

X
-

e It?::)c;)r011nllt'lll.2.l avee _]:(\/Zg'(t))ndt au lieu de f(;r(h(f))'-"(ll. on voit que f(':(\/zg’('t))'zdl. admet une limite en koo
fo' (\/;!)’(f))l(ll < f;“’ (f'(t))"' dt

° ;';,I’ls\llitg dans (R) on obtient (o())¥ 22 7 pr2 s 2‘]:(\/20,(”)2&_ L [ b2 somme d'intégrales impropres convergentes. \
ou g° admet une limite en +00. Notons € cette limite.

* Supposons que € # 0. Alors W (x) = "Lu_: ~z—too = Ce qui contredit Pintégrabilité de h? (f € F2 ) . Done £ = 0. It donc

Ig(t)— >t—~+oo OI
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