Prof. Nedra Moalla
Préparatoire MP 2
Intégrales & parametre

Exercice 1 .
On considére V'application f : R — Rl —2(14+17)
e dt R
z— | Ty e C?Oo

0
1) Montrer que F est dérivable sur R et que \E}(
t .

! et -z x e_tzd
VxeRl f(I)— 2¢ </U‘ \)

\\

N

2) Montrer que z +— f(z) + </ e'tzdt) €s
0

e tdt = .

+
8) Déduire que/
0 2

+co : 2
s ;t) dt.

Exercice 2 Soit F(z) = e
(¢t ca&nt\iﬁzc sur [0, +o0l.

0
1) Montrer que F' est bz'erwgfﬁni,“
3 C%,}yr]o, +o0| et que

2) Montrer que F est de clt' q\
R 1 1 +o0
) F-'i(é) =\5ETig /; e % cos(2t)dt

%

- +o00

%‘J, / e " cos(2t)dt = 2:8 :
B2 P4

3) Montrer que x{
0
1 = 1i 3 =
4) Montrer que zB+co F(z) zgglmF (z) =0.
t° (sint)? 7

5) Donner Uezpression de F(z),V > 0, puis déduire que / m dt = 5"
0

+00 3
sint
——dt converge et donner sa valeur.

6) Justifier que /

0
-zt

+00
y : e
Exercice 3 Soit G(z) = /(; T8 dt.
1) Montrer que le domaine de définition de G est [0, +o0.

2) Montrer que G est continue sur [0, +00].
8) Montrer que G est de classe sur |0, +oo[ et qu’ell vérifie Uéquation différentielle

i |

y"+y=—.
T
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"09(” est mlc‘gmbla sur \

- 0, la fonction THr
Exercico 4 1) Montrer que pouT o

10,1]. 1 l,og(l) dt, > 0.

On pose alors f(x) = T+e
0

2) Montrer que [ est de classe €'

$) Montrer que pour toul x > 0, J'(x) =

sur |0, +o0|.

Log(1 + z) - Lm;(J) z> 0. $.

x
{) Montrer que pour tout x>0,

J(x) + f(-;.-) = —%(Ln_qr)’ +2/(1).

!
5) a) Soit k € N. Calculer Iy = / t* Log(t) dt. A{\;\\,
]
ey

1 n
b) Montrer pour tout r > 1, f(z) = E( "2) ™

n=0

¢) Montrer que f(x) ~400 -1

d) En déduire un équivalent simple de [ au vo mg

Exercice 5 1) Soit g:]0,1[— C une fon?‘ t (ltuﬁc par morceatr el intégrable.

Montrer que
IO e
/; 1+z /( Sty

2) Soit f la fonction ddfinic \15;5) / Tt
o }

3) ,7);("""'"" Dy le domaing de définition de f et montrer que f est continue sur Dy.
%) Trouver une rolitidiifentie (x) et f(x+1) pourx € Dy. En déduire un développement

d dewr lenm;g de f isinage de (-1).
3) a) Montn‘r}ur:z: €Dy, f(z)= Z( L k
y o1 TN

400
b) Etablir pour x| <1 ona: Jz)= Z L.z*

k=0

lo l)"
avecVk € N, I = " {log
k! L Ty
+00 (_ )"

¢) Montrer que I, = ZT/ t"(logt)*dt.

n=0
d) On pose J,\ = fo t"(logt)*dt. En utilisant une intégration par parties, montrer

que :
= (= l)kz (- lk)““
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Problome

Partie

ie ynent 81 x> 0

1) Montrer que ¢ — t*~'e™* est intégrable sur 10, oo si et seunler
+oo v ad
Pour tout x > 0, on pose I'(x) = t*=le™ dt

0
2) Montrer que V z > 0, I'(z+ 1) = 2'(z)
3) Caleuler (1) et donner I'(n), Vn € N°

4) a) Pour tout réel ¢ strictement positif, on definit la funu,lofl 1‘4 pe ( )
~\\.

he(x) = t*~"e™*, Vz €0, +00] *< >

Déterminer, suivants les valeurs de ¢, les variations de Iu ()

b) En déduire que : V x € [a,b] C]0, 400 ﬁ ( )
% \\t\:\l l 1
= \ ) 4

t:-l -t < t) = s
p(t) = {\f\'tb-hmwl

c) Montrer que I est de classe C? S\E,]Q:-oo[ ét que pour tout k € {1,2}
Vi> O\W(x) —-éf t*Ye~!(Log(t))* dt

\
Partie IT

1) On pose Q

L2(]0,+c0[) = {¥.:]0, +60[— R continue tel que f? est intégrable sur |0, +oo(} .

a) Montrer que sx>::t g sont dans L2(]0, +00(), alors f.g est intégrable sur 10, +o0l.
b) Déduire que L?(]0,+o0[) est un R-espace vectoriel.
2)a) Montrer que l’apphcatlon

<,>: L(]0, +o0[) x L%()0,+o0]) — R

(f,9) =< f,9>= [ f(2)9(z) da

définit un produit scalaire.

b) Déduire que si f et g sont dans L(]0, +oc[), alors

< ([ re dx) ( | ™ i) dr)

3

) f(z)g(z) dx

0
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3) Montrer que

vr>0, (@) < ()" (@)

4)a) Vérifier que I(x) > 0‘1" \{.r 6]0.+00[
x
On pose V x >0, ¥(x) = -‘-_—(?)-

b) Montrer que v est croissante.
5) En remarquant que (Logl)' = ¥, Montrer que
1
ola+1) - () = 3, Vo >0
6) Soit a €]0, 1[. Décomposer en €léments simples la fraction 'mtion‘lolcn(‘@

R(X) = N*

a2 puis en déduire que 'on a, pour tout 1
< -

n 1 1 ) . 1 iin (\3_ h el
§m=ﬂ(k’(l'*‘")-v(l-“))—%(%’( LY+l @))

7) Montrer que Vn € N* on a:

1 1
o<y +14a)—¢¥(n+1-—- & =
<vin ) ( a)"n+1 n

(Ind : utiliser la monotonie de 1" et [g it ‘que a €]0, 1)

8) Conclure que & (’
Zﬁgoﬁs\)—m (@1 +a)-¥(l-a)).
n=1

%
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