Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série II : Inégrales & paramétres

Exercice 1 On considére la fonction

Flz) = /0 ) gy

t

1. Montrer que f est bien définie sur [0, +o0].

2. a) Montrer que f est de classe C' sur |0, +oo| et donner ’expression
de f'.
b) Déduire l’expression de [ sur |0, +oo].

+00 3
3. Pourt >0, on pose G(t) = / w du.
t
a) Montrer pour x > 0,
o0 U
f@) - 10 = [ ot

0

+00 3
s
b) Déduire que f est continue en 0 et que / =
0

Exercice 2 "Ftude de la fonction gamma d¥uler
Pour x € R, on pose :

1. Montrer que le domaine de définition”de T" est |0, +o00].

2. Montrer que I' est continue sur |0, +ool.

, +ool.
+oo[, I'(z+1) =2l'(z).

1
, I'(n+1)=n! et que I'(n+ 5)

(2n)!

- 22np)

N

trer que I' est conveze sur |0, +ool.

trer que I s’annule en un unique point o €]1,2].
En déduire les variations de T' sur ]0, +ool.

) Montrer que lim zI'(z) =1, lim I'(z) =400,
z—07F z—0%t

r
lim ﬁ = +00.
r—>+00 I

lim T'(x)=+oc0 et

T—>—+00

8. Esquisser une représentation graphique de la fonction T

Exercice 3 On désigne par f une fonction a valeurs complexes continue et
intégrable sur R et on étudie la fonction F(f) (dite transformée de Fourier
définie par :

+0o0o )
Fp@ = [ ey
1. Montrer que F(f) est définie et continue sur R
2. Montrer que F(f) est bornée sur R

3. Soit p € N. Montrer que si la fonction t — P f(t) est intégrable sur
R, alors la fonction est de classe CP sur R et donner (F(f))*) v 1 <
kE<np.



4. a) Vérifier si f est une fonction de classe C sur R, tel que f et f' a) Montrer que ’application
sont intégrables sur R, alors lim f(x) = 0.
.7 ) F o (L(R), M) — (G(R), 1]

5. Soit p € N. Montrer que si f est de classe C? et 1 < k < p f* est

intégrable sur R, alors la fonction F(f) est de classe CP sur R et que est continue.
F(f)® (x) = (2miz)* F(f)(x), Vz € R. b) Déduire que ziste et donner sa valeur.
6. On suppose dans cette question seulement que f(t) = e,
a) Justifier que F(f) est bien définie sur R. Exercice 4 "Trans
b) Montrer que F(f) est dérivable sur R et que Soit f 1 [0,400] ction continue telle que pour tout x > 0 ,
oo t— f(t)e ™" est imégrable sur [0, +ool.
/ _ : —2mixt
F(f)(x) = —2mi /_ N te f(t) dt f(t)e ™tdt, Vx> 0.

¢) Exprimer la fonction F(f)" a Uaide de F(f). ; est définie continue sur |0, +0o0|.
d) Déduire lexpression de F(f) sur R. 1irgoo£(f)(x) =0.

+o0 x
(On admet que /0 e = g} tﬂffoof(t) =1#0.

l
1 ~
7. On suppose dans cette question seulement que f(t) = . £(f)(z)
1412 t [ est bornée, alors L(f) est C™ sur |0, +ool.
a) Justifier que F(f) est bien définie sur R. OMITET qUE st ] e3t D0Tnee, aiors ° sur B, e
oo emEmat Exercice 5 Soit x un réel strictement positif et y € R. On note f,
b) Mont — t—— d Y ' =
) Montrer que moF (f)(x) Z/_OO (1+¢2)2 Vapplication définie par :
¢) Déduire que lim F(f)@) = lim F(f)) et — et cosly)
d) Montrer que la fonction F(f) est de classe fay(t) = 7 , Vi>0.
F(f)"(x) = 4> F s d I on
(£) (x) mF(f)=) p@zs OTINET 4 ETPTESSILN 1. Montrer que f,, est intégrable sur |0, +oo|.
8. On munit lespace vectoriel L'(R) _ Y ’
continues et intégrables sur R de la nogme 2. Soit t > 0.
Montrer que 0 < 1 — cos(yt) < |y|t.
1 (z—1)t _
Vel (R), M En déduire que |f.,(t)] < i | + |yl
. 5 . . N “+00
On mumt Uespace vectoriel Cy(R) des fonctions a valeurs complexes 3. On pose F(z,y) = Fay(8) dt et pour x> 0,
continues et bornées sur R de la normpé N, définie par : 0
Fo(y) = F(z,y) VyeR
Ve GR), [Iflle = ilel]g [f ()] Montrer que F, est continue. (On pourra distinguert > 1 ett <1).




4. Montrer que F, est de classe C' sur R et calculer F.
+o0 eft _ efact Te eft
5. (a) Soit € > 0, montrer que / fdt = / Tdt.
(b) En déduire F,(0) puis F(z,y).

1
Exercice 6 Soit A €|1,4+00] et a = 3

suwant :

On suppose connu le résultat

/+°° de.  am
o rr+1 sin(ar)
exp(—xt?)

1+t
[0, +00[ si, et seulement si, x € [0,+00[. On note

1. Montrer que la fonction t — g(t,x) = est intégrable sur

“+o0o
F(z) = / g(t,x)dt, pour x>0
0

2. (a) Montrer que F est continue sur [0,+oo[ et de classe C' sur
10, 4+o00].
(b) Déterminer la limite en +o00 de F'.

3. Montrer que F est solution sur ]0,4o00| d’une équation di
que l’on précisera.

4. a) Du caleul de (F(x)e™)" déduire la formule complé
['(a)[(1 — o) sin(ar) = .

1
b) Déduire la valeur de T’ (5) :

Exercice 7 1. Soit ¢ la fonction défini

(a) Justifier Uexistence de .

400
(b) Calculer/ % du. En déduire que ¢ est bornée.
o ur+tw

CosUu

(¢c) Montrer que la Ygncti est intégrable sur )0, +o0|

u2
et que podreut * R0 o

T T — cosu
QT < [Ty,
0

2 u2
Ef e lim ().
& % xlOJr @

Prouver que, pour tout couple (x,u) €0, +o00[x[0, +00]

0? x N 0? x 0
ou? \u? 4+ 22 or2 \u2+a22)

(¢c) En déduire que ¢ est solution sur 0,4o00] de ['équation
différentielle y' —y =0 (F).

(d) Résoudre Uéquation (E) sur |0,4o00[, puis en déduire la valeur
explicite de p(x) pour x > 0.

cos(tx)
14¢2

+oo
t
sur |0, 400l et déterminer la valeur de / Clos—i ;? dt.
0

3. Prouver que pour tout x € R, la fonction t —

est intégrable




