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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série II : Inégrales à paramètres

Exercice 1 On considère la fonction

f(x) =

∫ +∞

0

sin(t)

t
e−xt dt.

1. Montrer que f est bien dé�nie sur [0,+∞[.

2. a) Montrer que f est de classe C1 sur ]0,+∞[ et donner l'expression
de f ′.
b) Déduire l'expression de f sur ]0,+∞[.

3. Pour t > 0, on pose G(t) =

∫ +∞

t

sin(u)

u
du.

a) Montrer pour x > 0,

f(x)− f(0) = −
∫ +∞

0

G(
u

x
)e−u du.

b) Déduire que f est continue en 0 et que

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

Exercice 2 "Etude de la fonction gamma d'Euler".
Pour x ∈ R, on pose :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt.

1. Montrer que le domaine de dé�nition de Γ est ]0,+∞[.

2. Montrer que Γ est continue sur ]0,+∞[.

3. Montrer que Γ est C∞ sur ]0,+∞[.

4. a) Montrer que ∀ x ∈]0,+∞[, Γ(x+ 1) = xΓ(x).

b) Déduire que ∀n ∈ N, Γ(n+ 1) = n! et que Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π.

(On rappelle que

∫ +∞

0

e−t2 dt =

√
π

2
).

5. Montrer que Γ est convexe sur ]0,+∞[.

6. a) Montrer que Γ′ s'annule en un unique point α ∈]1, 2[.
b) En déduire les variations de Γ sur ]0,+∞[.

7. a) Montrer que lim
x−→0+

xΓ(x) = 1, lim
x−→0+

Γ(x) = +∞ ,

lim
x−→+∞

Γ(x) = +∞ et lim
x−→+∞

Γ(x)

x
= +∞.

8. Esquisser une représentation graphique de la fonction Γ.

Exercice 3 On désigne par f une fonction à valeurs complexes continue et
intégrable sur R et on étudie la fonction F(f) (dite transformée de Fourier
dé�nie par :

F(f)(x) =

∫ +∞

−∞
e−2πixtf(t) dt.

1. Montrer que F(f) est dé�nie et continue sur R
2. Montrer que F(f) est bornée sur R
3. Soit p ∈ N. Montrer que si la fonction t 7−→ tpf(t) est intégrable sur

R, alors la fonction est de classe Cp sur R et donner (F(f))(k),∀ 1 ≤
k ≤ p.
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4. a) Véri�er si f est une fonction de classe C1 sur R, tel que f et f ′

sont intégrables sur R, alors lim
x−→±∞

f(x) = 0.

5. Soit p ∈ N. Montrer que si f est de classe Cp et 1 ≤ k ≤ p fk est
intégrable sur R, alors la fonction F(f) est de classe Cp sur R et que
F(f)(k)(x) = (2πix)kF(f)(x), ∀x ∈ R.

6. On suppose dans cette question seulement que f(t) = e−πt2.
a) Justi�er que F(f) est bien dé�nie sur R.
b) Montrer que F(f) est dérivable sur R et que

F(f)′(x) = −2πi

∫ +∞

−∞
te−2πixtf(t) dt

c) Exprimer la fonction F(f)′ à l'aide de F(f).
d) Déduire l'expression de F(f) sur R.

(On admet que

∫ +∞

0

e−t2 =

√
π

2
.)

7. On suppose dans cette question seulement que f(t) =
1

1 + t2
.

a) Justi�er que F(f) est bien dé�nie sur R.

b) Montrer que πxF(f)(x) = i

∫ +∞

−∞
t
e−2πixt

(1 + t2)2
dt

c) Déduire que lim
x−→+∞

F(f)(x) = lim
x−→−∞

F(f)(x) = 0.

d) Montrer que la fonction F(f) est de classe C2 et que ∀x > 0,
F(f)′′(x) = 4π2F(f)(x) puis donner l'expression de F(f)(x) ∀x ∈ R.

8. On munit l'espace vectoriel L1(R) des fonctions à valeurs complexes
continues et intégrables sur R de la norme N1 dé�nie par :

∀ f ∈ L1(R), N1(f) =

∫ +∞

−∞
|f(t)| dt.

On munit l'espace vectoriel Cb(R) des fonctions à valeurs complexes
continues et bornées sur R de la norme N∞ dé�nie par :

∀ f ∈ Cb(R), ||f ||∞ = sup
x∈R

|f(x)|.

a) Montrer que l'application

F : (L1(R), N1) −→ (Cb(R), ||.||∞)
f 7−→ F(f)

est continue.
b) Déduire que sup

N1(f)=1

||F(f)||∞ existe et donner sa valeur.

Exercice 4 "Transformer de Laplace"
Soit f : [0,+∞[−→ R un fonction continue telle que pour tout x > 0 ,
t 7−→ f(t)e−xt est intégrable sur [0,+∞[.

On pose L(f)(x) =
∫ +∞

0

f(t)e−xtdt, ∀x > 0.

1) Montrer que L(f) est dé�nie continue sur ]0,+∞[.
2) Montrer que lim

x−→+∞
L(f)(x) = 0.

3) On suppose que lim
t−→+∞

f(t) = l ̸= 0.

Montrer que alors L(f)(x) ∼
0

l

x
4) Montrer que si f est bornée, alors L(f) est C∞ sur ]0,+∞[.

Exercice 5 Soit x un réel strictement positif et y ∈ R. On note fxy
l'application dé�nie par :

fxy(t) =
e−t − e−xt cos(yt)

t
, ∀t > 0.

1. Montrer que fxy est intégrable sur ]0,+∞[.

2. Soit t > 0.
Montrer que 0 ≤ 1− cos(yt) ≤ |y|t.

En déduire que |fxy(t)| ≤
|e(x−1)t − 1|

t
+ |y|.

3. On pose F (x, y) =

∫ +∞

0

fxy(t) dt et pour x > 0,

Fx(y) = F (x, y) ∀y ∈ R.
Montrer que Fx est continue. (On pourra distinguer t > 1 et t < 1).
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4. Montrer que Fx est de classe C1 sur R et calculer F ′
x.

5. (a) Soit ε > 0, montrer que

∫ +∞

ε

e−t − e−xt

t
dt =

∫ xε

ε

e−t

t
dt.

(b) En déduire Fx(0) puis F (x, y).

Exercice 6 Soit λ ∈]1,+∞[ et α =
1

λ
. On suppose connu le résultat

suivant : ∫ +∞

0

dx

xλ + 1
=

απ

sin(απ)

1. Montrer que la fonction t → g(t, x) =
exp(−xtλ)

1 + tλ
est intégrable sur

[0,+∞[ si, et seulement si, x ∈ [0,+∞[. On note

F (x) =

∫ +∞

0

g(t, x) dt, pour x ≥ 0

.

2. (a) Montrer que F est continue sur [0,+∞[ et de classe C1 sur
]0,+∞[.

(b) Déterminer la limite en +∞ de F .

3. Montrer que F est solution sur ]0,+∞[ d'une équation di�érentielle
que l'on précisera.

4. a) Du calcul de (F (x)e−x)′ déduire la formule des compléments :

Γ(α)Γ(1− α) sin(απ) = π.

b) Déduire la valeur de Γ

(
1

2

)
.

Exercice 7 1. Soit φ la fonction dé�nie sur ]0,+∞[ par :

φ(x) =

∫ +∞

0

x cosu

u2 + x2
du

(a) Justi�er l'existence de φ.

(b) Calculer

∫ +∞

0

x

u2 + x2
du. En déduire que φ est bornée.

(c) Montrer que la fonction u → 1− cosu

u2
est intégrable sur ]0,+∞[

et que pour tout x > 0 on a :

∣∣∣φ(x)− π

2

∣∣∣ ≤ x

∫ +∞

0

1− cosu

u2
du

(d) En déduire lim
x→0+

φ(x).

2. (a) Montrer que φ est de classe C2 sur ]0,+∞[ et préciser l'expression
de φ′ et φ′′ à l'aide d'intégrales.

(b) Prouver que, pour tout couple (x, u) ∈]0,+∞[×[0,+∞[

∂2

∂u2

(
x

u2 + x2

)
+

∂2

∂x2

(
x

u2 + x2

)
= 0

(c) En déduire que φ est solution sur ]0,+∞[ de l'équation
di�érentielle y′′ − y = 0 (E).

(d) Résoudre l'équation (E) sur ]0,+∞[, puis en déduire la valeur
explicite de φ(x) pour x > 0.

3. Prouver que pour tout x ∈ R, la fonction t → cos(tx)

1 + t2
est intégrable

sur ]0,+∞[ et déterminer la valeur de

∫ +∞

0

cos(tx)

1 + t2
dt.
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