dodeiddiday

%2‘-4 1) Ecrivons (@) = [T g(z, t)dt on g(x,t) = c-zm_':(ﬂ. Pour x = U,

0
( . s -zl €
°)=f0+°° "'"‘ Ot et nous retrouvons I'intégrale de Dirichlet ; pour x > 0, comme lg(x, )] < ¢ xt €

L'(R,), f est encore bien définie : f est finalement définie sur R..

Soit

‘ g, .
lg(z, )] S e~ € L'(Ry) et |5=(@:0)

= |- sin(f)c-'ﬂl < P it — L'(IR+)'-

. ¢ s aei Criun G des IHuegruies wopi res
e ces deux ineguiiwes, iv ueorenne ac conuinuitt Cu derivabilite des nuegrute puraneure

assure que f € €'(R}) et

+o00
: -t
Vz € R}, f'(x) = —‘/0 sin(t)e™""dt.

ii faut se garder, Maigre ies (’uu?sr:ions sulvanees, de Vf)lxli()ll,x' par (:teﬂ(llé}it'loi!;flll:;f;
de domination obtenir la continuité de f & l_ongllllc 1% (?ﬂbt -fvcstclct 3:513((;mi|m;ionpd(‘
lintégrale de Dirichlet qui est notoirement 'non abso ume'nt, convergen = S uoi
¢ dans un voisinage de l'origine impliquerai assurément I'absolue convergence. Liest pourq

d’ailleurs les dominations n’ont lieu que sur [a, +oo[..:

7/ et ) ' ‘ .
) L e () 5 s d obrenir nous permet un caicul expcite : solu
) L expression ae f{.c) que nous veuon I ’

W remarque :

>0 , 1 ‘ +o0
+00 h P L 1 it —it -zt
f’(x) . _‘/0 s¥n(t)6 :rd S _E A (c‘l D ) e~ Ttdt
- —i /‘+°° ,|_~'”_1-\ i l;—f("-L.'v'\\ U:l,
TV o

1. etli-2) 1> e—t(i+z) 0o
=5 (=t s I
2i i—z ], i+zx J§
il 8 et (¥ SR 8 e
2\ i—2 dit+x)  1+4a?

) ° —t(i+zx) -t
(les deux termes « entre crochets » sont nuls & l'infini car par exemple |——| = 7= —0

lorsque ¢ tends vers +o00....). En intégrant cette formule, il vient .
dCeR : VzeR) f(z) = —arctan(z) + C.

La constante C n’est pas difficile & déterminer, en effet la formule ci-dessus implique que

~lim f(a:) = —%V-i-C

r—-+00

et pour tout & >0

+00 i [‘ 1 {
< e = -
|f(:c)|_/0‘ e ,dt “_:wo

soit

+C=0 et C=

]
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NUES L'INTEGRALE DE DIRICHLET j“ L""-‘-a:. 7

Résumons nous :

—arctan(zx) + -g—, siz >0
f(z)

hen SIRLE): . .
lJO _’—ll(», Ol W — U,

(X)

3) 1l s’agit de montrer que
v_lilfl\\ |f(x) = f(0)| = lim
Cette limite n'est pas triviale, on va faire une intégration par parties : considérons pour ¢ > 0,
Gt =" M‘—du G est dérivable et G”(t) M en outre la convergence de +°° L‘(Q dt

implique limyee G(t) =0. Ainsi

12 sinuie oty 115
}(-’C)"NU):/O t”KC E §
+00 ’

- Gw(E-1)

0

M(c“‘—l)’dt:&

v u

- +oo |
— TN (.=t 1\1%° [ rv(') A
\-‘\vl ~r A .. L2y L S o
: L \ /1o e
. froo u +co
= — / G (—) e "du := — H(z,u)du
u=zxt ! 0 e 0
et la fonction : i
/(J /N . # U
| e~ Sl
H(z, \z) !
si x=0.

est- continue-sur R* x R} (la continuité en (0,u) découle de lim; . G(t) = 0); elle est aussi
dominée par :
A&, u)se e 1)“\|R+).

Donc par convergence dommee
Vi

+oo oo
H(z,u)du| = I—/ lim H(z,u)du| = 0.
0 0 z—0

@) Jim 17 - 0= |-

J Csu donc bicn conunue a 1 origine.

4) (X) et (¢/) donnent 1mmed1atement

/ sm()dt___z
. t
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I:;Akl\Lkw--
e Au voisinage de 400 :
- — 1 I\ R 1 -t x=1_~t .
Onatrlet = o F)' car t3 x (t*"'e”") = t=tle Garerm, 3 0, done t — t*¥" et w4t
intégrable sur [1, +-oco|.

uOto) A
: ——’-w
D’on le résultat. G Fo

@ Montvons que I' est continue sur |0, 400 "
Pour tout @ > 0 ct t > 0, on pose f(z,t) = t*"'e”

e Soit x > 0, t —> f(z,t) = t*=1e~* cst continue par morceaux sur |0, +oo.

e Soit t > 0, x — f(z,t) = t® 'e* est continue sur 0, +oof.

e Soient [c, d] un segment de )0, 4-00[ et t > 0.
Remarquons que, la monotonie de & — t*~! = M(®)(=-1) dépend de t. elle est décroissante
sur ]0, +oo[ si ¢ €]0,1] et croissante sur )0, 400 si t €]1, +oo[.

> Sit €]0,1]: [f(z,t)| < t=le~t < te-le—t,
> Sit € 1,400 [f(x,t)| < t="le~t < td-1e~t,

On conclut alors que Vz € [c,d], Vt > 0, |f(z, t)| < g(t) avec
e mtEN]

9(t) = a1 ¢ . 10,1}
t°"le sit € [1,+o0]

On a g est continue par morceaux et positive sur ]0, +oo[

¢ Au voisinage de 0 :
git) =t-lewt = ~ gt =
| A

1
-, puisque 1 —c < 1, alor< t — —— est intégrable

sur |0, 1] (mtegra.le de Riemann), par le critére comparaison, g est mtegrable sur ]0, 1].
¢ Au voisinage de +o00 :
On a t?g(t) = t?(t4'e™®) Srovd 0, donc g est intégrable sur [1, +ool.

On en déduit alors que g est intégrable sur |0, +oo|.

D’apres le théoréme de continuité, on déduit que la fonction I est continue sur |0, 4-oo|.
@ NMontrons que I est de classe € sur 10, Foc[ et Vi € N*, T®(7) - /+m(1n("‘,)kf"’1c"'d' |
Pour tout > 0 et t > 0, on pose f(z,t) = t*"e™". )
e Soit x > 0,t — f(x,t) = t*'e~* est continue par morceaux sur 10, +o0[ et d’aprés la
question @, elle est intégrable sur ]0, +o0.
e Soitt >0,z +—> f(:l: t) == le~t est ;ie classe C™ sur |0, +ool.

et Vk € N*, Vz > 'f(:n, t) = (ln(it))"t”'1 =
k \ N
et t —> E_k(m’ t) est continue par morceaux sur ]0, +o0].
e Soient k € N* etl[c, d] un segment de ]0,4oo[ et t > 0.
Remarquons que, la monotonie de & +—» t*~1 = "®@-1) dépend de t. elle est décroissante |
sur ]0, +oo[ si t €]0,1] et croissante sur |0, +oo] si t €]1,+o0l.

k

B—(m t) < |In()[kt" e~ < |In(t)|"t* e

€

\

> Sit€]o,1]:
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> Sit e [1,+oof: lg s

= (:n,t.)l < (n(B))* " 2e < (In()) ¥ e
5 o f
On conclut alors que Va: € (¢, d], Vt > 0, E-T(m, t)| < g(t) avec
=
() = | Im@F e it €lo,1]
(In(t))*td-le=t it € [1,+oo]
On a g est continue par morceaux et positive sur 0, 4-o00(

¢ Au voisinage de 0 :

1 c 1
g(t) = |ln(t)|"’t°“c"‘ = o —— ), puisque 1 — = < 1, alors t > —— ¢g(
t—s0+ \ t173 2 t'-3
intégrable sur ]0, 1] (intégrale de Riemann), par le critére comparaison, g est intégrable
sur )0, 1). '

© Au voisinagc de 400 : ,
On a t2g(t) = t2((In(t))*t9-1e ) = 0, donc g est intégrable sur [1, 4oo.
. —+--00
On en déduit alors que g est intégrable sur ]0, +oo.

' - 2 \ ’ . . . . ’ 4 . A .
D’apres le théoreme de dérivation sous signe intégrale, on déduit que la fonction I' est de classe €
sur ]0, +oo], et pour ' '

tout * > 0:
l"( )(:B) - f “—(:B, t)dt = / (ln(t))kt:r—le—tdt
O} 0 D) 0
gy F\iulll er que Va > D’r(.lf. - l) = 'Q;T("..’).
Soit & > 0, par une intégration par parties
oo} ‘ptoo o
1"(:1: + 1) —— / ttc-‘tdt 2= / t::(_e-—t) dt |
0 0 ) '
+oco . | i i
= e s [Tt . ‘ |
0

+o0
- a:/ % e tdi = 20 (),
0

- ’ ' 4 | 1 \ ' (Qn)!
Montrons que ¥V € N, T(n+1)=n!et T Kn + 5) — NZ S

221!
Procédons par un raisonnement par récurrence :
+oo ) { } ‘
p» Initialisation : Pour n = 0, (1) = / e—tdt = [_e—t]:w =1 = Of et
: 0 :
1 oo et +o0.{ 50 NV (2 x 0)!
—) = —dt = 2 VYdy =2 X — = = —
A (2) /o VI =i /0 ey voll 2. V= o VT
\ 01 (2n)! |
> Hérédité . Soit n € N, supposons que I'(n +1) = n!et T (n b (R _2-) =m\/‘,‘;
On a .
T'(n+ 2) =T((n+1)+1)=n+1)(n+1)=(n+1)n!=(n+1)!
et :
1 1 o 1 1\ _ 1 (2n)!
r (n+1§> = I"((n+§) +1) = (n+2)F<n+ 12> = (n+ S X 22"n!\/1—r
(2n+1)! — (2n + 2)! o (2n+2)!
= il VT (2n+2) x g VT = 22n+3(n + 1)!‘/;

o
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» Rdécurrence termindée.

3 Montrer que 1 est convexe sue |0, =00
Comme I est de classe € sur |0, 4-00], alors T' est. deux fois dérivable sur ]0,+oo[ et ona:

r(x) = /o +°°(ln(t))’t""'c"‘dt >0

Pnr suite T est convexe sur ]0, +o00. ,
> Montrer que I shnule une et une seale lois en un point « €]1,2

e Existence : on a I' est de classe C* sur |0, +oo|.
I" est continue sur [1, 2]
En particulier ¢ I' est dérivable sur |1, 2|
I'(1) = 0! = 1I'=T'(2)
D’apros le théoréme de Rolle, 3a €]1, 2[, tel que I (a) = 0.

e Unicité : D’aprés la question précédente il

2> 0 sur ]0,4oo[, donc I' est croissante sur
10, 4+o00|, d’ont 'unicité de c.

Varons de §osw ju, +ocf.

Comme T est croissante sur 0, 400 et I'(a) = 0, alors Vit €0, Al TUN 2 T (e =0 )
vt > a, I'(t) 2 T'(a) = 0. 0,0f, T'(t) < I'(e) = 0 et

D’ot le tableau de variations de-I" sur |0, +o0l.

) T 0 S+
l \‘ () ————

) \'(\I'\'\l\ng (‘l"l\ )‘|’1 'T“('Y‘) e "
r— (Ot

On a :cI‘(a:) = I‘(m + 1) oA rQ)= 0! =1, car T est contmue sur ]0, +oo[
Montrons lun 1“('1) = +oo

1
Comme lim zT'(z) =1, alors T(x) ~ —,donc lim I(z) = lim 4 = +00.
z—0+ z—=0t T— =0t T

Moutrons lim T'(z) = +oo.

Comme I' est croissante sur [, +oo[ et I'(n + 1) = n! o oo
n—-t+oco

Alors I est croissante et non majorée [a, +ool, par suite liT [(z) = +oo.
T—r4-00

()

® Calculons lim \ )

r—-4l~n

Pour tout > 0, I‘(:n + 1) = zI'(z), alors pour tout > 1, T'(z) = (z — 1)I'(z — 1), par suite

(e x—1
= _ P(@—1) — +oo
= =
L(z)
Interprétation graphique de lim —— = +00

Cr la courbe représentative de I‘, admct une branche parabolique de direction (OY) au voisinage

-
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de +oo.

@ Reprécentation oraphiaue de fa fonetion

7
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