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I Convergence des séries entiéres

1 Définition
[ o Définition : Série entiére

On appelle série entiére toute série de la forme Y anz". (ap)uen €tant une suite de nombres com-
nelN
plexes et = un nombre complexe.

2 Convergence ponctuelle, rayon de convergence
o Lemme d'Abel

Propriété : Lemme d'Abel

[ Soit r € R*. Si la suite (a,r"),»o €st bornée, alors, pour tout z € C tel que 1zl < r, la série ) a,z" est l
n>n

absolument convergente. J
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pémonstration

Avec r #0, |anz "| lan rl"l | (l l) terme générol de série convergente. 0

o Rayon de convergence

Soit o”“z" une série entiére. Il existe R € R* u{+co] Unique tel que
nz
« Silzl<R, losérie ) a,z" est absolumen! convergente. (ce cas ne se produit pas si R=0.)
« Si|z| > R, la série "io a,z" est (trés) grossierement divergente : la suite (anz"),»o N'est pas bornée,
etdonc a forﬁorinr'?; converge pas vers 0. (ce cas ne se produit pas si R = +co0.)

L__——___.J

~

| - Définition : Rayon et disque ouvert de convergence ]

R est appelé le rayon de convergence de la série entiére ) a,z".
n20

D(0,R) = (z€C, |z| < R est le disque ouvert de convergence de la série entiére ) a,z".
n=0

Si R = +o0, ce disque ouvert est C. Si R=0, c'est @. Sinon, c'est un « vrai» disque.

Démonstration : de la propriété

Analyse Soit R convenant.
Si R < +00, X = {reR*; (anr™),>0 bomée} est une partie de R contenant 0, telle que [0, Rl< X < [0, R], donc
R=supX.
D'ou I'unicité sous réserve d'existence.
Synthése Posons R =supX lorsqu'il existe, +co sinon.
Dans le deuxiéme cas, X n'est pcs majorée donc pour tout z€ C, il existe r € X tel que Izl <r et, d'opres le
lemme d'Abel, la série ) a,z" est absolument convergente Donc R= +oo convnent '
n20 . - - gt -
Dons le premler cas, si |zl < R=supX, ul exlste reX tel que lzl <r donc d' cpres le lemme d Abel Io série

Y anz" est absolument convergente.
n20

Et silz]> R, |z| € X donc la suite (anz"),, n'est pas bomée.
De nouveau, R convient.
D'ou I'existence. e a0

}’7 Remarques

F - Définitions équivalentes :

R= sup“r eRY, (ﬂn"")nZO bomée})‘

éventuellementi +oo, OU encore

R= sup( { reR*, ) anr" absolument convergente})

n>0

éventuellement +co.
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i - D'aprés la définition du rayon de convergence R,

I o Si |2l < R la série Y anz" est absolument BN T o s g
nz0 S RN

| convergente, mais aussi Y anz" converge, el i il

| n>0 & At e
f (anz™ est bornée, et apz" —0. i
! « Si 121 > R, lo suite (anz"),so n'est pas bor-
née, mais aussi Y a,:z" diverge grossiérement, /

n20 - 2
O

apz" £ 0.
: « Silzl=R:cas douteux, tout peut ariver,

Si R=+c0, pour tout ze C, la série J~ anz" est abso- .
] n20 \ .
lument convergente. U b

, y
| SirR=0.lasérie ¥ anz" converge siel sevlementsi et e S A TUR
! nz2o0

'

z=0.

400
®3- Ne pas conlondre Dy = D(0, R) avec I'ensemble de définilion de f:z— ) anz".
n=0

; On a en général Dy c Dy Dy,
SiR=0, Dy={0} el si R=+co. Dy =C.

il

| Ra- Lesséries enfiéres Y anz" et Y |ay|z" ont méme rayon de convergence.
! n20 n>0
|

!

i

|

k5~ Pour tout p e IN, les séries entiéres ¥ a,z"*P et ¥ anz""P ont méme rayon de convergence que la série
nz0 nzp
entiére Y anz".

n20

[l Exemple
La série géométrique Y_z" aunrayon de convergence de 1.

G Méthodes de détermination pratique du rayon de convergence

Q Méthode : Utilisation du critére de d’'Alembert o

Typiquement utilisé pour la plupart des déterminations de rayons de convergence dans les énoncés d'écrit.
Il faut étre bien attentif, lors de la rédaction, & n'appliquer le critére de d'Alembert qu'a des séries & termes
réels strictement positifs. ‘

Propriété : Rappel”

Soit (u,) suite a termes réels strictement positifs tel que

Up4
Uy

— (€[0,+00].

« Si (> 1, X up diverge (trés) grossiérement (et méme up — +c0).
« Si € <1, L u, converge.
« Si £=1, on ne peut rien dire en général (cas douteux).

n Exemples

n
F £1- Rayon de convergence de )~ z—|
J n>o M
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n+l 2
“ e 1™ i 1) I:;Il

n
- -0,donc ¥ z—' convergence absolument pour tout ze C, donc R = +co.
|z|" In! n n!

n20

. E2- Rayon de convergence de § n’z".
n20

2y ntl 4 ) o =
’“ PourzeC®, 2t lz)l Ilz’! ~lzl.donc ¥ n?z" convergence absolument si |zl < 1 et diverge grossiérement i
ne|z n>0

1zI>1.donc R=1.

1
£3- Rayon de convergence de 3 %z".
n20

12" (n+ 10" _ |z
(n+1)" 12" pt ~ (1+1/m)"

Pour zeC*, ¢!z, donc R=c.

2
E4- Rayon de convergence de ) ;—nz".
n20

(n+1)2z"*0 2" |z

PourzeC®, —~?,donc R=2.

r né|zjn2n+l
E5— Rayon de convergence de J n'z".
P n20

(n+ 1)) z)"+!

PourzecC®, —+00, dONc R=0.
n!|z|”
Bon. pour cet exemple, pas besoin de d'Alembert, on a directement que si z#0, n'z" £~ 0...
4, .3
n+n’+1
” Eé— Rayon de convergence de ¥ a,z" avec ap= ———-.
) a nZB:O " ; 2/n+3
n+l

- '“_"*-'—'L-.lzl. donc R=1.

Dans cet exemple, mieux vaut passer par un équivalent : pour ze C*, lanl1zl"
n

£7 - Rayon de convergence de ) 2—",2,-z2" (série entiére lacuniare).
n20

(n+ ])2 IZ'ZIN-Z 2n IZIZ

peTpr Ty = donc R=V2.

Pour zeC*,

[ Remarque

g 2
$7% n 2 o .3 - n
La série ) Fzz" est vue comme la série enfiére Y a,z" telle que pourtout ne NN, azp = 5 €t azpyy =0.

E n20 nzo'

l’] Exercice : CCINP 20 (a)
2 ans1

Rayon de convergence de ) ——z*"
nzo(Zn)!
(n+ 12123 2n) 212

,donc R=2.
(2n+2)!n12 |z)2n+1 1

ll
l
” Pour zeC*,

ﬁ Méthode : Une remarque qui résout tout
Sion a la chance de frouver
« un z telque ¥ a,z" converge, mais non absolument,
« un z tel que la suite (a,z") soit bornée mais la série ¥ ap2" diverge,
on est sir que R =|z|.

n
Exemple : Rayon de convergence de )" il
n=0 n
Pour z=-1, la série est semi-convergenie. Donc R=1.
On aurait aussi pu appliquer le critére de d’Alembert.
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F Exerclce : CCINP 20 (c)
i Rayon de convergence de Y cos(n)z".

n2o

La suite (cos(n) e €5t bornée mais ne tend pas vers 0 (sinon, on a un probléme avec cos(zn) = 2cos* n-1...)

H donc la série Y cos(n)1" ne converge pas absolument, donc R = 1.

L’, Remarque : Cette fois, le critére de D'Alembert ne s'applique pas.

'} Exerclce : CCINP 21
1. Donner la définition du rayon de convergence d'une sérle entiére de la varlable complexe.

2. Soit (an)nen UNe sulte bornée telle que la série 3 a, diverge. Quel est le rayon de convergence de la sérle
enliére " a,z"? Juslifier.

. . -1" 1
3. Quel est le rayon de convergence de la sérle enfiére ¥ (va)' ™" ln(l + ﬁ) "?
nzl

|
2. Puisque }_an1" diverge. R<1.
Puisque (a,1") est bornée, R< 1.
Donc R=1.
3. (y’ﬁ)(—"” ln(1+-\/l—_) est une suite équivalente & (ym'=1"-! donc bornée en séparant n pair ou impair et
n

Z(\ﬁl-)('”' In(l + %] diverge grossierement donc R=1.

L= =t ot P i P ey R Qg Qi sl S

d Méthode : Suites bornées, convergence vers zéro

Les exercices les plus délicats de détermination de rayons de convergence se font en utilisant plutdt les suites
bornées et les deux considérations suivantes (penser au dessin avec le disque de convergence) :

« Sila suite (a,z") est bornée, clors |z] < i « Sila suile (a,z") est non bornée, alors [z| > k.
Mais aussi
« Sila suite (a,z") converge vers 0, alors |z] < R. « Sila suite (apz") ne converge pas vers 0, alors
1z > R.

b |

Exercice : Rayon de convergence de 3 a,z" oU a, est le n-léme chiffre du développement décimal de V3

Comme (ap) est bornée R> 1.
Mais a,, 7~ 0 (car v3 e D), donc R< 1.
Finglement, R=1. 2

e=rEmmemm

Exercice : Soit i le rayon de convergence de }_a,z". Délerminer en fonction de R le rayon de convergence R’ de
Y asen:

Si |zl < R, lan|?|z]" — 0 donc lan] VIZI" — 0 donc VIZI < R et |z] < R? donc R’ < R%.

Puis si |z] < R, ayz" — 0 donc a2 z2" — 0 donc |zI> < R’ donc R’ > RZ.
, Finalement, R' = R2.

XY el

Py ——

" Remarque
{ Il est bon de retenir qu'il n'est jamais nécessaire d'uliliser la convergence des séries pour déterminer le rayon
| de convergence d'une série entiére. Enrevanche, il peut s'avérer indispensable d'uliliser les suites bornées.
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U Comparalson de rayons de convergence
 Propriété
’(—— On note Ra et Ry les rayons de convergence respeclifs des séries entiéres 3_apz" et J_bn2".

)

Alors,
o Si laql < 1bsl OU a, = b, OU plus généralemenl a, = by,

Rq 2 Ry

. 0' Si nn -~ b":

na=,hh { + ]

Démonstration

« si1z1< Ry, ¥ baz" converge absolument, donc ) anz" converge absolument, donc |z] € Ra. DONC Ka 2 Ky,
« Deux applications symétriques du premier point, A

. \

Soit (an)u>o UNe suite de nombres réels ou complexes. Les séries enliéres 3~ a,z" et 3 nanz" ont

n20 n>n

[ méme rayon de convergence. ; J

Démonstration
Soient R.R' les rayons de convergence des séries entiéres 3 anz” et 3 nanz".
nz0 nz0

Alors pour tout ne N, lanl < Ina,l donc R> R'.
Puis. si 1z] < R, on va se débarmasser du n en comparant & une suile géométrique : si Izl < r < R,

I21)" . : .
|nanz"| = n(—’—l) ‘|lanr™| = anr” par croissances comparées. Mais Y a,r" est absolument convergenle, donc

Y na,z"I'est aussi et |z| < R'. Ainsi, R<R'. o

t 1

. A - a
Si ke N, les séries entiéres Y n‘anz" et ¥ —:z" ont méme rayon de convergence que Y. apz".
n=0 nz1 Nl n=>0

L

Exercice : CCINP 20 (b)

’ . -1)"
Déterminer le rayon de convergence la sérle entiére Y n=1"z",

Notons R le rayon de convergence de ¥ n(™""z" et posons : ¥ neN, a, = n=1",

Ona,VneN, YzeC, layz"| < |nz"| et le rayon de convergence de la série entiére )" nz" vaut 1. Donc R > 1.
(=) ~ b IREF, ) ab aSaravnnS ¢ 2 vns sl -~ c el

' . e o 48 | - S0 g 1 - d

De méme, VneN®, VzeC, |;zn' < lap2"| et le rayon de convergence de la série ) ;z" vaut 1. Donc R< 1.

| n>1
(o)

D'aprés (=) et (s+), R=1.

s P . ]

[ Remarque

N -
; pIE 2 N "—' et 3 = ont des rayons de convergence égaux a 1.

£ La premiére diverge sur tout le cercle, la seconde convergence en certains points et diverge en d'autres, la
troisieme converge (absolument) en tout point du cercle.
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3 Convergence normale

B Propriété W ——

‘ Soit )_a,z" une série enliére de rayon de convergence R>0, [n:z— a,z".
Alors ¥ f» convergence normalement, donc uniformément sur tout disque fermé inclus dans DI, R). )

Démonsiration

On voit graphiquement qu'un disque fermé inclus D(zq.r) dans D(0, R) est lui méme inclus dans un disque fermé
DI0, ro) inclus dans D(0,R) par inégalité triangulaire (Silz=zol < r, alors |zl =1z~20+ 20l € ro =1 + |20l < R}l
Donc Dizo.r) < D(0.rp) avec ro< R et ¥ |anry'| est convergente. d'oU la convergence normale sur D(zo,r). O

Solt X une parliede Rov C.

1. Solt ¥ /i, une sérle de fonclions définles sur X & valeurs dans R ou C.
Rappeler la définltion de la convergence normale de }_ /, sur X, puls celle de la convergence uniforme de

Y fasur X, .
2. Démontrer que toute série de fonctions, @ valeurs dansRou C, normalement convergente sur X est uniformé-
ment convergente sur X.

[l Exerclce : CCINP 15
|
|

£ 7 = :
[ 3. La sérle de fonctlons ):%z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
ReR? .

2
n ' +1 < Ansl
f 3: Onpose.VneN.an=F.VncN‘,“"_”-_-"_"._Donc lim —= =0.

ay, n= n—+o0 Qap

2 \
On en déduit que série entiére Z%‘" a un rayon de convergence égal & +co.

Cette série entiére converge donc normalement sur tout disque fermé de C.
En particulier, cette série entiére converge normalement et donc uniformément, d'aprés 2., sur tout disque
de cenlre O et de rayon R&.

L

Il_opérations algébriques sur les séries entiéres
1 Combinaisons linéaires

Propriété : Somme de deux séries entieres : S—

Soit ¥ a,z" et ¥ b,z" de rayons de convergence respectifs R, et R,. On note Ry le rayon de ‘

n>0 n>0

convergence de la série entiére Y (a, + ba)z". Alors \

nz=0

Ravp = min(Rgq, Rp). olamerxd \

De plus,
+00 . 400 ! +00
vz € D(0,min(R,, Ry)), Y (an+bp)z" =Y anz"+ Y bnz"
f n=0 n=0

n=0

Enfin, si Rq# Ry, ©N @ Rayp = min(Rg, Rp).

.

Démonstration

Si 121 € min(R4. Rp,). ON a bien convergence absolue de la série somme vers la somme des sommes des séries .
Donc Rg4p 2 min(Ra, Rp).

Si Ra # Ry, par exemple Ra < Ry, = fel que Ra < 1zl < Ry, alors Yi(an+ by)z" diverge ‘donc |z| > 'Rasp PUIS
Ra > Rgsp >min(Ra, Rp) = Ra. ' —
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~ Remarque
1 Lorsque R, = Ry, il est possible que R, p, SOit stictement supérieur @ Ra = Rp.
r Exemple

\ Les séries enliéres (géoméhiques) Y 2" et )~ -z" ont pour rayon de convergence R =1. Leur somme est la
} h série nulle de rayon de convergence R,,, = +co.

|
i

“Propriélé T Multiplication par un scojaire

Si A est un nombre complexe non nul, le rayon de convergence de ¥ (Aa,)z" est égal au rayon de
n>0

‘\ L

convergence de Y anz".
nz20

~

Démonstration- 2
. (anz") est bomée si et sevlement si (Aanz") I'est. . . . oin i e ) afuo! 8t 1o P
2 Produvits de Cauchy . S AT Pl Sl
| On considére deux séries entiéres y anz" et ¥ b,z" de rayons de convergence respectifs R, et Ry. ]
n20 n>0
La série entiére produit de Cauchy de ces deux séries entiéres est la série entiére ) cnz" oU, pour
n>0
x n
tout entier naturel n. ¢y = 3 aibu-k-
k=0
Notons R- son rayon de convergence. Alors
R: 2 min(R,, Rp)
ef
+00 +0o0 toc
¥z € D(0,min(Ra, Rp)) Y caz"= [Z a,.z") x ( T b,,z").
. 2R - - n=0__ __ \n=0 n=0 _1
N ’ 2 J
Démonstration et i
Un produit de Cauchy de deux séries absoclument coﬁvergente converge vers le produit des sommes. 0
. Remarque

Q :
! Méme si Rq # Ry, il se peut que I'on ait R > min(Rg, Ry). Se méfier d'une confusion avec la somme, donc.

3 13 Soit (an) e €t (bp)pei les suites définies par
(i e ap=1, a; =-1 el pour tout enlier n>2, a, =0,
| e pourtout nelN, by=1. ; [
‘: Les séries entiéres ont pour rayons de convergence respectifs Ry = +oo et Ry, = 1.
Orcg=agbp =1 et pour tout ne N*, cp = agbp + a1 by =0, donc R = +oo.

= |

Exercice

‘oo
=) (n+1)z".

| Soit D= D(0,1). Montrer que pour tout ze D,
n=0

(1-2)2

Ty mewy
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1 Remarque .
& parfols les séries entiéres ne sont définies qu'a partir d'un certain rang. Par exemple, si on consnd.érc’z des séries
t‘ entiéres Y anz" et ¥ bpz", clors le produit de Cauchy se délinit Y. caz” en posant ag = by = 0. Ainsi, pour tout

naol n-=\ n-\

\ n=\

n
i' nelN, cn= Y apb,i= Y ab,_ et o= =0, Sur sonintervalle ouvert de convergence, on a alors
k=0 L=1
|
+ 400
{
!
|

n=1 n=l

| n=2
i

3 Séparation des termes d'ordre pair et impair

Exercice : CCINP 47 2.

Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la sérle entiére §_ a,x" avec { :2" N 4"5"” sur
24l =
I'Intervalle ouvert de convergence. 2
Notons R le rayon de convergence de Y anx".
On considere les séries Y- aznx®" =Y 4"" et ¥ azps 2! = ¥ 51 2041,
| Notons R, le rayon de convergence de }_“_4":2" et R; le rayon de convergence de }:5"".:2"" .
Le rayon de convergence de J_x" vaut 1.
Or, Y 4"x2" = J" (42",

Donc pour |4x?| < 1 ¢'est-a-dire |x] < % Y 4" 2" converge absolument et pour |4.x%| > | c'est-a-dire |x| > % b o8 el
! diverge.
On en déduit que R, = %

. . 1
Par un raisonnement similaire et comme Y 5"+ 2"*! =5x 3" (5x%)", on trouve Ry = —.

V5
Attention. iciil y a un probléme dans le comigé officiel.
Siles séries Y- azpx®" et ¥ azn412™*! convergent absolument toutes les deux, alors c'est le cas de 3~ anx" : c'est

g B Yo 2 S o 1
un résultat de sommabilité (théoréme de sommation par paguet). On en déduit que - < R. Aufre argument

possible sans la sommabilité ? si azpx*" — 0 et azps1x*"*1 =0 alors apx" —0. nrn 1a uo dbot >y
Puis si |x| > L. alors (azn+1x2"*1) n'est pas bornée donc (anx") ne I'est pas non plus. donc |x| > R et ainsi — > R.

V5 g Yevnoo ab ol iV5

Finalement, R=—. e ,

5 . smiin
D'aprés ce qui précéde, on en déduit également que ([sommation par paquet ou passage par les sommes
partielles)

1 1 [ S(x) ‘i“ n §(4FJ"+’xE)('K)" 1 P 5x
-——r7=| = apx" = o 9 = _—
v.:E] A 7S LanrTE 2 = 1-4x? l—Sx? g

Exercice ¥ , :
solt &, I, R" le rayon de convergence de ¥ anz", ¥ a2,2" et ¥ azs1 22",
Montrer que R =min(R',R"). D08 e =

3 L [ -

Si les séries ¥~ aznz?" et ¥ azns1 22! convergent absolument toutes:les deux; alors c'est le cas de ) anz" :
c'est un résultat de sommabilité (théoréme de sommation par paquet). On en déduit que min(R',R") < R. Autre
argument possible sans la sommabilité ? si az,z*" — 0 et azn412°"*! — 0 alors a,z" —0.

Puis en remarquant qu'en posant b, tel que b, = a, Si 1 pair et 0 sinon, on a |by| < lanl, on obtient R’ > R et de
méme on montre que R" 2z R. Donc, R < min(R',R"). ‘

Aulre argument possible, silz| > R, ily a divergence grossiére de ¥ a;,z2", donc azq2*" #- 0 (ou non bornée)donc
anz" -0 (ou non bomée) donc |z1 > R et R' > R. De méme, R" > R.

Finolement, R = min(R’, R").
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Il série entiére d'une variable réelle

Dorénavanl, on considére des séries enliére de la variable réelle : on éludie la série de fonclions Y fanOU fnix—anx".

La suile (an)er PEUL Bire une suite de nombres réels ou complexes, mais x reste réel.
Le disque ouvert de convergence devient intervalle ouvert de convergence |-R,R[eton o Q— R.Rlc Dyc[-R.R], '

ou R est le rayon de convergence.
On ne peutrien dire en général en +R.

1 Classe de la somme d'une série entiere

JENNNNN Propriété : e

Soit R le rayon de convergence de la série entiére ¥ anx", et fy:x— anx". .
SiR>0, ¥ f, converge normalement, donc uniformément sur tout segment inclus dans | - R, RI. J

|

S Corollaire
, La somme d'une série entiére de rayon de convergence R est continue sur l'intervalle ouvert de

convergence | - R, R|.
F

Démonstation

: o .
’ On obtient ici la continuité de x— 3 a,x" sur |- R, R[ car les f, sont continues et la convergence est uniforme
. .. n=o.
car normale au voisinage de chaque point de ) - R, RI.
(m]

-
I

Remarque

! Il peut y avoir des discontinuités « au bord. »
i Il peul y avoir une convergence seulement uniforme voire pas de convergence du tout « au bord. »

L

E Exercice : Jadis au programme...

: e
Sile rayon de convergence de " a,x" est R, sl Re]0,+col, el si J_|a,|R" converge, alors [ : x— 3" a,x" est
\ n=0

,i continue sur [-R,R].
u' Ily a convergence normale sur [-R,R).

Exercice : CCINP 18

o |

= (_l)nxn
Onpose:VYneN®, VxeR, ug(x)= e —

[" ' On consldére la sérle de fonctions 3~ u),.
] nzl1

5 1. Etudler la convergence simple de cette série. 5 s )
[-r On note D I'ensemble des x oU cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.

2. (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

——
—

(b) Lafonction s est-elle continue sur D?

1. Lo série de fonctions étudiée est une série entiére de rayon de convergence R=1.
En x=1.ily a convergence par le critére spécial des séries alternées.
En x = -1, la série diverge (série harmonique).

On a donc D=]-1,1). -
(-1)"x"

2. (a) YxeD, up(x)=
diverge.

= |-

1
lplleo = sup |u,(x)l=— et
nico xel-11] n n "‘;l

Séries entiéres - page 11
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L
Donc ¥ EW e ne converge pas normalement sur D.
n2\

- : . :
Y =t " ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pourrait employer le théoréme
n2l

de la double limite en -1 et cela enfrainerait la convergence de la série -"-‘ ce qui est absurde.
n21

(b) En tant que somme d'une série entidre de rayon de convergence |1, S est continue sur |-1,1(. (#)

Pour étudier la continuité en 1, on peut se placer sur [0,1] .
Yx €01, la série numérique Y ualx) sotislait le critére spéciol des séries allernées ce qui permet de

npl
majorer son reste.

+00 n+l

Y

k=n+l

< ltpar (2] = — . (majoration indépendante de x)

Ona.vYxelo.l). n+l

E' lim —l-=[)
n—=+con+1\

Donc, ¥ u, converge uniformément sur [0,1].

nz\
Les fonctions u, étant continues sur [0,1), ka somme S est alors continue sur (0,1).
Donc, en parliculier, S est conlinue en 1. (ss)

Donc, d'aprés (=) et («+), S est continue sur D.

" Propriéte

too
On suppose que la série entiére Y~ a,x" a un rayon de convergence R >0. Alors f = Y f, est de
n>20 n=0

classe € sur | - R, R el se dérive terme & terme sur cet intervalle : pour tout k > 1, pour tout x€] - R,R|,
on peut écrire

+00 ] +00
Wiy = Y B e (p+ k)' P
r7a MZL Rk osE ,?;o e
(foufes ces séries ayant le méme rayon de convergence R).
£)
Onaalorsal_f(k(m .
| !

1

Démonstration

On applique le théoréme de dérivation terme & terme d'une série de fonctions : les f, sont de'classe €, la

. série de fonction converge simplement et pour toul k, la série des ["" converge uniformément sur.tout segment
de]-R,Rl. o ! m)

|

-——— Ty

Exercice : CCINP 23
| nvll
Tlanl
1. Démontrer que les séries entiéres ¥ a,, x" et Z(n+ l)n,.,lx" ont Ie meme rcyon de convefgence nl
On le note k. :

Solt (an),en UNe sulte complexe telle que la suile admel une limite.

+00 4 X ' ’
2. Démontrer que la fonction x— 3~ a,x" est de classe ' sur l'infervalle | - R, RI.
n=0

1. Pour x#0, pOSONS up(x) = apx™ et vy(x) = (n+1apsq x".

On pose £ = lim 141l
© |ay|

|tpe (2)] IVlnl(-\')l
——— = O et e
o |ug(x)| al @ Jra(x)]

On en déduit que le rayon de convergence des deux séries enfiéres 3" a,x" et ¥ (n+ )ap+1x" vaut R = 1/¢
(avec R=+co dansle cas £=0 et R=0dans le cas £ = +co).

2. Soit R le rayon de convergence de }_anx".
Onpose, YneN,Yx€|=R,Rl, fn(x)=anx".

On q, alors, l im ={)x|.

Séries entiéres - page 12
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Soil re (o, r1. On pose Dr =[-rrl.

i) ¥ fn converge simplement sur 1.

i) ¥ neN, fn st de classe €' sur Dy

. i) D'aprés 1., ¥ /i est une séiie enlidre de rayon de convergence R.

Donc. d'aprésle cours. }_ f, converge normalement donc uniformément sur foul compactinclus dans |-R, 1|,

donc converge uniformément sur D,.

+00
On en déduit que Yre[0,R, S:x— Y. anx" est de classe €' sur Dy,
n=0

Donc. S est de classe ¢! sur |-R, R|.

| o4

2 Primitivation de la somme d'une série entiére
Fro——r

On suppose que la série entiére Y a,x" a un rayon de convergence R > 0. Alors les primitives de

n20

+o0
[ x—= 3 a,x"sur|-R,R(sonl données par

n=0
-+ n+l
frx— F(0 —_
Fix— F( H,,Z:oa"rHl

N, s—— —————

(Cette série entiére ayant encore pour rayon de convergence R).

Démonstration
Conséquence immédiate de la propriété précédente.

3 Quelques calculs

Exemples
£1 - Partons d'une série entiére simple et plutét célébre :

v % n ]
xe]l-1,1 z = —
xel-1,1] n=ox gy

On peut dériver ou primitiver autant qu'on veut. Par exemple :

vxel-1.11. —==In(l-x) vxe)-1,1], nx" = -
ngl n . : nz=:o (1-x)%

Et alnsl de suite...
£2- On prend vite 'habitude de « bricoler» si on n'a pas exactement la forme voulue pour les séries enfiéres que

I'on veut calculer :
= 2.0
vxel-1L1l, Y n°x"= vxel-1,11, =
n=0 n

1

(Celte derniére ne s'exprime pas & I'aide des fonctions usuelles.)’ o
e3- Il n'y a pas que la primitivation et la dérivation : les opérations algébriques (combinalson linéalre, produit)

sont aussi bien utiles. Par exemple, définissons, sin>1, H; =1+ g Eiaes Alors le rayon de convergence

T s o e |

de ¥ H,x" est k=1 eton calcule
n2l

T T e e se—— ———
—— S—

|

400 l 1-
/) Veel-RAL, 3 Hpx"=-20-%)
=1 1=-%

Remarguons que, pour tout i, H, > 1. Donc R< 1 (la série 3~ H,1" diverge grossiérement, donc 1 n'est pas
dans le disque ouvert de convergence). Mais aussi, pour fout n>1,
Hp<nxl=n

(majoration d'une somme par le nombre de termes multiplié par le plus grand d'entre eux]. Donc R>1 (en
0 par croissances comparées, donc |x| < R). :

H n
effet, silxl<1, Hpx e
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B Notons que I'équivalent célébre Hy ~Inn n'est pas nécessaire ici: trés souvent, la détermination d'un rayon
\ de convergence est assez grossiére.

posons, pour tout neN, ap=1el.sin>1, by = 1 On définit aussi by = 0. On a construit ces deux suites pour
n
n
avoir, en posanl hy=0:vncl\, Hp= Y bpap-g-
k=0

On peut alors appliquer le théoréme sur le produit de Cauchy :

Vxe|=-1,1{ g"nx"=(‘gbnx") :g':x")

oo =In(1-x)
| veel-1,11 ) Hpx"'=————
= 1-x

IV Fonctions développables en série entiére
1 Définition

[ —  Définition

Soit r >0, f une fonction & valeurs réelles ou complexes définie au moins sur |-r, r(; on dit que f est dé-
veloppable en série entiére sur |- r, r| lorsqu'il existe une série enfiére Y a,x" de rayon de convergence

n>0

Qu moins égal a r telle que

+0o
Vxe|=rr|: f(x)zzanxn
n=0

| Remarque

On dit aussi que f est développable en séric entiére au voisinage de 0 lorsqu'il existe r >0 tel que f soit déve-
' loppable en série entiére sur | -r, 7.

——

2 Stabilité

" Propriété ‘ d : _ :
Toute combinaison linéaire, tout produit, la dérivée, toute pn'mih'vé d'une fonctions dévelo;::pc:blesj
L en série entiére sur | —r,r( le sont. J

e e e s e < ———-—————————— - ——————————— ] —-———_ —— ]y —— g g g ——— S —— . ——————— —— - ——— - — s

3 Condition nécessaire, série de Taylor

" Remarque

|
E' Pour que [ soit développable en série entiére sur | -r,rl, il est nécessaire qu'elle soit de classe € sur cet
| intervalle.

Définition : Série de Taylor

Soit f une fonction d'une variable réelle, & valeurs réelles ou complexes, de classe €™ au voisinage
de 0 (i.e. de classe €= sur au moins un certain intervalle | - 6,6( avec 6 > 0). On appelle série de Taylor
de f la série entiére

f"10)

|
n=0 n
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"Pto efe : condifion necessaire ef unicite

sa sene de Taylor sur cet inlervalle [cette série de Taylor @ donc un rayon de convergence au moins
égalar).
Il'y a donc unicité du développement en série entiére s'il existe. l

csI dévcloppable en séric enticre sur ) -r,rl [r > 0), cllc est de classe €™ sur ) -r,r{ ¢! somme d;‘i

' Remarque
Simple maisimportant! «par unicité du développement en série entiére » sera un argument fréquemment utilisé.

Propriété : Unicité du DSE
—

3
, Sivxel-rrl flx)= Z apx" = }: b,x" [on suppose r >0, et on suppose que les rayons de conver- l
n=0
l gence de chacune des senes sont >r), alors |
n)
| VneN a,,:b,,:"1 (0).
3 ’ n! . .
- - J

. Remarque

Comme pour les développements limités, I'unicité permet de voir que si une fonction est paire (respectivement
impaire), alors tous les termes d'indices impairs (respectivement pairs) sont nuls.

[y s |

Exemple : (montrant que la condition n'est pas suffisante)

Monfrer que x— exp(—%) prolongée par continuité en 0 est de classe €™ sur R. que sa série de Taylor a un

rayon de convergence Infini et que pourtant la fonction n'est pas développable en série entiére.
Notons en effet f cetle fonction. On ¢ vu que f était de classe C=, et que. pour tout ke N,

Si  est développable en série entiére sur | -r.r] (r>0). alors elle est somme de sa série de Taylor sur cet intervalle,
c'est-G-dire
Vxe|=-rrl| flx)=

ce qui est manifestement foux. Donc f n'est pas développable en série entiére autour de 0.

[ F = — ] ]

4 Critére de développabilité en série entiere

Propétete ﬂ

Soit f une fonction de classe C® sur |-r,r| {r >0), & valeurs réelles ou complexes.
(k) 0
On note, pour tout xe]-r,rl, Ra(x) = f(x)-z ! ( )x*

! |
I I
I I
I Alors f est développable en série entiere sur I—r risiet seulemenf si, pour tout xdans | -r,rl. lasuite |
Il (Ru(x)) e CONVErge vers 0. J|

pémonsiration
En effet
; . = @ o)
f est développable en série entiére sur | -r,rie= Vxel-rrl, flx)= Z TR
k=0 »
n I(k)(o) l
e=Vxe|-rr| ‘Zo I "—I_—”;f(x)
0 =]

<= VYxe]l-rrl, Ru(x)
n=-+o00

Sariac antidrar . nnAan 11
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' - — - .
’——-’-—-‘ RS d

R Remarque

H Onrappelle que . o
. n,.m=f Ly LT
[. 0 n:

i el surtout que

h |Rntx)| <

(n+l)
( — ;;ml/ |

\ Développements en séries entiéres des fonctions usuelles
1 Fonctions d'une variable complexe

o Exponentielle complexe

Propriété

Pour tout z€C, . 1I
I exp(z) = T £ (R = +00)

L Gl | J

[l Remarque
U C'est qussi une définition alternative de explz). 17 ¢ /71 1o T s o0

Démonstration

Déja vu : on appliquer Taylor-Lagrange & f:re(0,1]— ef%, de classe €.
Pour tout ne N, fiM(0)=z".

l,(nu)ml_I-nucul_|.|n+|cmc(z)<| |nncm¢(z)<unumn(, ,_.m(.)) M(z) donc

o u of ‘wo| e & z2" 1
If(l) = Q= E’o S 0. B

. Corollaire | -

, Pour tous z et z' dans C.

1 exp(z+2') = exp(2) exp(z). g
Démonstration _ :

Produit de Cauchy. aht ‘ digiutipd o pdiciiid ' 0
Q Série géométrique
Propriéte ZEL

’ Pour tout ze C tel que |zl < 1, %:):z (R=1). |
l n=0 ]

2 Exponentielle réelle

Proprieté

: : P . 53
La fonction x — e* (c'est-G-dire I'unique solution de I'équation différentielle y' = y qui prend en 0 ia l

W

valeur 1) est développable en série entiere sur R, et

400 LN I
X o a3
vVxeR, e —“-0;!'- (R =+00) J

——
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Démonstration

C'es! le cas réel du paragraphe précédenl.
On peut aussi le remonlrer direclement : on a, pour toul k, exp't) = exp. Donc la mojoration de Toylor-Logrange
donne, pour tout x réel, pour toul ne N,
L x"' M
e’ - Z
1=0 (n +1)!

oU M= itour:(cxp) (=1six<0, =¢* sl x20). Or par croissances comparées,
X

Ix|ﬁ0|

. 'x|nol
- . - - . (n+1)! n—=+c0 0
et donc o ’ ol f £ )

H Exercice
] Soit / I'application de R dans R définie par f(0) = 1 et pour tout xe R, f(x) =
E Montrer que f est de classe €™ sur R.

e —1
—.

3 Fonctions trigonométriques et hyperboliques

I e

Les fonctions sin, cos, ch, sh sont développables en série entiére sur R (R = +o0), et

I l
lI |
x2n . +c0 2n+1 ‘
m= i £ - -1)%
i VxeR, cosx= Zo( T vxeR, sinx nzo( Y i i
| too 20 too rr*l |
eR, = vYxeR, shx= ) ——
| vxeR, chx ,.Z=b S x nz=b e '
, S0 3
I Remarque
i Cela permet de démontrer que cos’ = —sin et sin’ = cos. L'aviez-vous un jour démonfré ¢
Démonstration
Soit Taylor-Lagrange, soit cosx = !Rc(c“) et sinx=Jm (c )
Pour sh et ch : on peut aussi les voir comme parties paire et impaire de I'exponentielle. Ou olors on revient a Ic )
_définition et on utilise le développement de I'exponentielle. i ol ebtuces O

4 Fonctions x— (1 + x)“

Propriéte
e S oy

Povur tout a réel, la fonction x— (1 + x)® est développable en série entiére sur]-1,1[ (R=1).

Py -1...(a=-n+1
vxel-11, (Q+x)%=1+ a@-1)..@@-n+1) . |
J

1
= nt

SiaeNN, le développement est valable dans R (R = +o0).

ARNRemarque

On note parfois (:) a1 ' Ea sl sal). . Cette notation ne vaut rien si on ne sait pas ce qu'elle signifie,
(M

a_[alin
Onaalors Vxe|-1,1], 1+x0)%= Y x
n
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pémonstration

On pourrail uliliser Taylor-Lagrange de nouveau, mais on va plutd! uliiser une méthode importante : la re-
cherche de solutions développables en séries entiéres d'une équation différentielle.
Notons f : x — (1+x)® el remarquons que fa est de classe €' sur | - 1,+col et solution sur cel intervalle de
I'équation , ,
(1+x)y —ay=0. . (E)
On cherche d'éventueles solutions développables en série entiére de (B).

+00
Analyse Soit ¢ tel que pour tout xel-r,r[ (avec r>0). Pp(x) = 3 anx”, OU (an) ey €5t Une suite de nombres réels.
n=0
(On suppose implicitement que le rayon de convergence de la série entiére est supérieur ou égal ar).
Par théoréme, ¢ est de classe €= sur | -r,r| et se dérive terme & terme. Ainsi, '

& 400 +c0
¢ estsolutionde (B)surl=rries Vxel-rrl, (141 Y na,x"'-a ) apx"=0

n=1 n=0
+00 +00 +00
=Vxe|-rrl, Y na,x™t 4 Y napx"-a ) apx"=0
n=1 n=1 n=0
400 +00 +00
<> Vxe|-rrl, Z (n+Napx" + Z napx" - a Z anx" =0
n=0 n=1 n=0 . "
+00
> Vxe|-rrl, Y l(n+Daps) +(n-a)alx" =0
n=0
L3 VnEN. Aps) = — nan (l)
o n+l

(par unicité du développement en série entiére.)

Synthése Comme on a raisonné par équivalences, la seule chose a vérifier est que le rayon de convergence de
la série entiére est bien >0 pour valider le raisonnement.

Soit donc une suite vérifiant la relation de récurrence (1). S'll existe ne N tel que an =0, alors (a,) est constam-
ment nulle est le rayon est +co.

lano-lx""”

Sinon, tous les a, sont non nuls et on peut procéder par la régle de d'Alembert : =
n

rayon est 1.
Comme fg(0) = 1. par unicité de solution au probléme de Cauchy constitué de I'équation (E) et de la condi-

+00 -
tion initiale f(0) =1, on a pour tout xel-1,11. fa(x)= ) anx" avec ap=1 et pourtout neN, ay.) = :+"'an.
n=0 % .

- |x| donc le

ala-1) _ala=D..(a=n+1 Ni5@-k

Oncalcule glors ay =a, a; = et parrécumrence, pour tout neIN*®, an

n! n!
(valable aussi pour n=0 car alors le produit vide vaut1). ) Bade.
........................... Y -
PRema‘que toion ol DYordite 1o 1SMaQLoioy i L4 ) D
[ Dans le cas oU a € N, on retrouve la formule du bindme de Newton..«; ris (norncaniovib ol evvbon s ¢
ov ol N
o )
o FE 1 = 1 = n_n
, En particulier, pour tout xej-1,1|, — =Y x"et — =3 (-1)"x". (R=1) \
I-x 2% I+x 5%
L

5 x—In(1+x), x—In(1-x)

x—In(1-x) et x— In(1 + x) sont développables en série entiére sur1-1,1{ (R=1) et

+00 "X"
vxel-L1, In(l-x)=) —
n=1 N

BRI

400 -1 n=1.n
vxel-11, In(+x=Y %L
n=1
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ety

Démonstration

Primitivation de séries entiéres géoméliques. Q

y Exercice : En dédule )_‘ s

nel
En offel, ke TSSA nous assure ka convergence uniforme sur (=1,01 et donc la confinuité en ~1 dans le DSE de
4 In(l=x)

6 Arctan, Arcsin

|
[ Arctan est developpable en série entiére sur | =111 (R=1) et ‘

W= pdned
l Vxel=1L1L Arctanx = P——,
neo 2N+l
ML S 52 SR T Y S AN RS o AT VAP I SRS, ST CRNORUE S S )
Démonstrotion
Par primitivation, )
' Exercice : Développer en sérle enllére la fonction Arcsin.
I Pour Aresin, ¢'est moins simple et cela n'apparait pas dans le programme. Donc pas & connailre par coeur,
On peut utiiser le fait que sur | =1,1(, Arcsin’(x) = =. On trouve
H 5
4013 2n=1) 2L 40 o g 20¢d
a e ,,);o 24-2n) 2nel S 2ne 1
Et pour Arccos ¥ C'est § - Arcsinl
i Exercice : CCINP 51
2n)!
E 1. Montrer que la sérle 3 R IR converge.
y On se propose de calculer la somme de cele sérle.

2. Donner le développement en sérle entiére en 0 de r— ‘/l'_ en préclsant le rayon de convergence.

Remarque : dans I'expression du développement, on utilisera la notation factorielle.
3. En dédulre le développement en sérle entiére en 0 de x— Arcsinx alnsl que son rayon de convergence.

4. Endédukre lavolewrde 3 —— 2"
w0 (NN2247(2n+ 1)

(2n)!
S a2n@ne
r¥neN, uy >0,
tne) _@ne2)2n+ D20+ 1) 2n+1)? 1

b g (n+1)22'(2n+3) SR N2n+3) s01”

u 1
A, 22 e =cl.
Up M=+0 4

Donc. d'aprés larégle de d'Alembert, ¥ u, converge.

. D'aprés le cours. Ya €R, u— (1+u)" est développable en série entiére en 0 et le rayon de convergence R de
son développement en série entiére vaut 1 sia¢N.
soala=1)..la=-n+l) un

De plus. Yuel-L1L (1+w%=1+ ¥ -
n=| n:

!
|
l
| |
|
|
|,
|
J

En porticulier, pour a = -% etu=-r:
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!
5

1o (=1)(=3)++ (= (2n=1))

|
= =Ll —==14%
R lelVl l l JI_:T K znm

En multipliant numérateur et dénominateur par 24....2n=2"n!, on obtient :
= @2n) ,

1
“L == ;
Yie|-111 = ',.gl(Z"n!)*

-n".

Conclusion: K= 1 et Vrel=1,1|, —= = ’)'f @n! .,
= - E . . ——"
v 1=t n=0 (2""!)‘
. D'aprés la queslion précédente, en remarquant que : xe|-1,1[e t=x*€ (0,11 el [0,1[c]= L, 1], il vienl :
1 _W™ e

1=x2  n=o (2"nl?

w

Veel=1,1[, 2" avec un rayon de convergence R=1.

Arcsin est dérivable sur)-1,1| avec Aresin’ ; x— ;

Vi-2 '
D'apreés le cours sur les séries entiéres, on peut intégrer terme & terme le développement en série enfiére de
el le rayon de convergence est conservé.

X

De plus, on obtient :

+co '
Vxel=1,1(, Arcsinx = Arcsin0+ 3 2n)!

L Grtenil) 22"*! avec un royon de convergence R=1.

ES

. Prenons x= % €] -1,1{ dans le développement précédent.

On en déduit que Arcsin (l) - 'f 2n)! 1
2 2] 4S022m(nD2(2n+1) 22n+L°

‘ . N\ = MR @2n)’
C'est-a-dire, en remarquant que Arcsin b el obtient 3~

n
o222+ 3

e o e e S T T T o T Ty T s =

VI Quelques méthodes
1 Développements en séries entiéres

ﬁ Méthode ‘ ,
1. Utilisation des DSE de fonctions usuelles : opérations usuelles, intégration, dérivation, produit de Cauchy.
2. Décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle, )
3. Utilisation d'une équation différentielle (voir preuve pour (1 +x)%) :
(o) Supposer (anclyse) avoir une fonction DSE avec un rayon R>0.
(b) Traduire le fait qu'elle soit solution de I'équation différentielle.
(c) En déduire ses ceelfficients par unicité de ceux-ci (en général. on a une relation de récurrence).
(d) Vérifier qu'elfectivement, le rayon est >0 (synthése).
(e) Exprimer éventuellement la'solution avec les fonctions usuelles.

Exercice : CCINP 2
3x+7
(x+1)2°

On pose f(x)=

1. Décomposer f(x) en éléments simples.
2. En déduire que f est développable en sérle entiére sur un Intervalle du type |-r.r[ (oU r >0).

i
]
|
i
|
|
) Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce
! développement en sérle entiére.

3. (a) Soit £anx" une série entiére de rayon R>0.

2. o 400
'On pose, pour tout x€)-R, R, gx)= J_ anx".
=0

B Exprimer, pour fout entier p, en le prouvant, ap en fonction de g'P(0).

I (b) En déduire le développement limité de f & l'ordre 3 au volsinage de 0.
i - . -

|

ll

1. En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on frouve : f(x) = x—% + (x:”z.
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2. D'cprés le cours, x— x—:—l et x— T;l_l)" sont développables en série entiére 4 I'ongine.

De plus.onavxel-1,11, —= }_‘,(-l)"x"

EL vxe)-11L T Z‘(-l)' *1 021 ( obtenu par dérivation du développement précédent).
n=

On en déduit que [ est développable en série entiére en tant que somme de deux fonctions développables
en séfie enlidre.

Etvxel-11L fix)=3 ’f:(-l)"x" +4 ‘E(—l)'(nd- 1)x".
n=0 n=0

, =
Clest-ddre:vxel-LIL f(x)= § (4n+D(-1)"x".
n=0

Notons D le domaine de validité du développement en série entiére de f.
D’cpreés ce qui précéde, |-1,1{< D.
Notons R le rayon de convergence de la série entiére ¥ (4n+ 7)(-1)"x".

D'aprés ce qui précéde R> 1.
Posons, pour tout entier naturel n, an = (4n+7)(=1)".

Pourx=1el x=-1, "!_itpmla..xﬂ = +co donc ¥ (4n+7(-1)"x" diverge grossiérement.

Donc R<1, 1gDet -1¢D.
On en déduit que D =)-1,1].
3. (a) Soit ¥ a,x™ une série entiére de rayon R>0.

+%0
On pose. pour tout xe]-R.RL. glx) =} anx”.

n=0
D'cprés le cours, g est de classe €™ sur |-R.R|.
De plus Yxel-R.Rl.

gix)= Z"ﬂnxn—l Z(""l)“nvl-l}I

n-l __m=0 = i —

g0 = Z n(n+1)apax" " = }: (n*l)(n+2)dmz-\’"-
n=1 n=0
etf, parrécumence.ona:

TIITTRE oTUTT TERTTY TR ST S STIRee ey pemmeey

e — S TR T3

VPEN VIEI-RAL gP(x)= 3 (n+ 1)(m+2)n+ Planeps” = > ("”’) X
n=0 no o
Ainsi, pour tout peN, g7 (0) = plap,.

C'est-g-dire, pour tout peN, ap =

s(P)(o)

—— - §

(b) f estde classe C*= sur|-1.1].

3 P
Donc d'aprés la formule de Taylor-Young. au voisinage de 0, f(x) = 3 ! p,( P, (o)
p=0 :

p) .
Or, d’aprés 3.(a). pour tout entier p, i P'(O) est aussi la valeur du p® coefficient du développement en

série entiére de f.

: . ()
Donc. d'aprés 2., pour tout entier p, - =@p+7(=1P. (e9)

Ainsi, d'aprés (=) et («+), au voisinage de 0, f(x) = Z dp+7(- 1)":”+ o(F).
p=0

C'est-a-dire. qu voisinage de 0, fimp7-11x+152 =190+ o(xs).

L2 EmmrEEy peteThey pImIIg EXwT T

Exercice : CCINP 22
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiére au volslnuge de 0, en préclsan! le rayon de convergence la fonction
f:x—In(l+x)+In(1-2x).

La série obtenue converge-t-elle pour x = . L%y 2 LY Jia -5 7

"

1. Voir cours.
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400 _nn-l

2. Pour lxl< 1, In(1 +x) = ) x",
n=1 n
1 400 2"
Pour lxl< =, In(1=2x) ==} =—x"
2 n=1 n

-1 n=1_on 1
D'oprés 1., le rayon de convergence de §_ LTS 3% vout 2
nzl

2 . 11
Donc le domaine de validité du développement en série entiére & l'origine de f confient ]_E'El et est

11
confenu dans I’E'E]'

+00 (_”n-l —on p

1
Et. pour Ixl< 3. f(x)= )

n=\ n
(_l)ll-l =

1 ’
Pour x= 7 :la série entiére Y *" converge car Iél < .;.

n2>1

. : o (=11 =2n . . s
: lo série entiére - —rx" diverge cor elle est la somme d'une série convergente (5.
n>\ ;

N -

Pour x =
(_”n-l

oppartient au disque de convergence de la série entiére -3 x") et d'une série divergente (série
nzl

hormonique)

-1n=1_2n »
Pourx=-3 tla série entiére }~ =l x" converge comme somme de deux séries convergentes.

n>\ n

. —1yn=1 1\
En effet, d'une part, ; (—'—)'— (-5) converge car —% appartient au disque de convergence de la série
n>1

(_"n—l n

entiére Y ¢ ol

nzl
n
D'outre part, ¥° _2—-(—11 ==Y -%— converge d'apres le critere spécial des séries altemées [ la suite
n>l n2l1
(L)nene est bien positive, décroissante et de limite nulle).

| Exerclce : CCINP 32

Solt I'équation différentielle : x(x—-1)y" +3x)’ +y=

1. Trouver les solutions de cette équation dmerenﬁelle développables en sérle enﬂefe surunintervalle |-r,r| de
R, avec r>0.
Déterminer la somme des sérles entiéres obtenues.

2. Est-ce que foutes les solutions de x(x—1)y"+3x)’+y = 0sur |0, 1{ sont lesrestrictions d'une fonction développable

en série entlére sur )-1,1(?

1. Soit ¥ anx" une série entiére de rayon de convergence R >0 et de somme .

+00 +00 +00 +00
Pour tout x€]-R,R[, S(x)= ) apx", S'x)= ). napx" et s"(x =Y nn-Napx"2= Y (n+Dnapyx
n=0 n=1 n=2 n=1 Y

Donc x(x—1)8"(x)+3x8'(x)+ S(x) = Z ((n+n an~"("+”“n+l]

n=0
Par unicité des coefficients d'un développement en série entiére, la fonction § est solution sur |-R,R[ de
I'équation éludiée si, et seulement si, VneN, (n+1)2a —n(n+1ay4) =0.

C'est-a-dire : VneN, nanyy = (n+1)ap.

Ce quirevient & : YneN,an = nay. ' !
Le rayon de convergence de la série entiere Zux etcnt égal a l on pcut affirmer que les’ fonctuons

developpables en sene enhére soluhons de I'équation sont les fonctions :
définies sur J-1,1[,’avec a; €R.

n-1

x—a) Z nx" —alx—
n=0

2. Notons (E) I'équation x(x~- l);/’ +3xy +y=0.
Prouvons que les solutions de (E) sur ]0;1[ ne sont pas toutes développables en série entiére a I'origine. Rai-

sonnons par I'absurde.
Si toutes les solutions de (E) sur ]0;1( étaient développables en série entiére a |'origine alors, d'aprés 1., I'en-

semble des solutions de (E) sur ]0;1[ serait égal a la droite vectorielle Vect(f) oU f est la fonction définie par
Vxe)o,1[, f(x)=

(l x2

(1-x2"
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Or, d'apréds le cours, comme les fonclions x == x(x=1), x == 3x el x~-= 1 sont continues sur |0,1| e! que la
fonction x— x(x - 1) ne s'annula pas sur 10,11, 'ensembla des solutions de (1) sur 10,11 est un plan vectoriel.

D'ou I'absurdité.

2 Calcul de somme d'une série entiére

ﬁ Méthode : Utilisation les DSE des lonctions usuelles

e |

T T TR T e X

==

TRy T

3 =3 £ Ty

"
R

(n)
1. Si P CLX] non nul. pour calculer ka somme des séries enlidre 3 Pinx" el I '—(’;:'—,r”. on décompose P dans la

base (Q4) 00 Qy = 1, Q) = X, o1 pour lout k, Qg = X(X =1).-+(X =k + 1), afin de lare apparailre des séries entiéres
dérivées ou primitivées,

2. Décomposition en ¢léments simples d'une fraclion rationnelle.
3. Intégration ou dérivation lerme & terme.

Exerclce : CCINP 47 (a)
n.2n
Délerminer le rayon de convergence et calculer la somme de la sérle entiére y ) sur l'infervalle ouvert
21
de convergence. )
n.2n n.2n
On note R le rayon de convergence de ¥~ 2 :2 et pour fout réel x, On POse tip(x) = > :‘:
n2l
Pour x non nul, IMI= 3nsd — 3.
y(x) n+l|n—+ov

Donc, d'oprés la régle de d'Alembert :

5 1 n.2n
si |'|12| <1 c'est-a-dire si |x| < — alors Z AL converge absolument
o n

Vi n2l
2 : 1 3N 2n
el si[3r|> 1 c'est-a-dire si |x|> — alors 7 —— diverge.
ﬁ n>1 n
" 1
On en dédvuit que R = -\7_1-
= N
Onpose:Vxe |=—,—|, S(x)=
P A Al Sw ’?__‘_l =
11 IRE (320
Ono:V.:c]—-—..—l.S(x)= b
vi Vi ,.2_;, n .
2 +M0 ‘Il
Or, d'aprés les développements en séries entiéres usuels, ona: ¥Yrcl-1,11L Y =1 ~In(l=1).
n=1

Nmi:v::]-l , S(x) = ~In(1-3x2).

1
V3'Va

Exercice : CCINP 24
X"

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére T

400 n
S =) —.
On pose S(x) "};0(2")!

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x— ch(x) et préciser le
rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(x).
(b) On considére la fonction f définle surR par:

fo)=1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosv-xslx<0.
Démontrer que f est de classe C™ surR.

. . x
1. Notons R le rayon de convergence de la série entiére 3 TR

n

Pour x # 0, posons up = TR
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|x]

Ups+ . =O.
@R 2Ens )
n

Un

lim
n—+ou

1 On en déduit que la série enfiére }:ﬁ converge pour tout xeR et donc R = +co.
| =)

|

3

+00 n .
| 2. VYxeR.chix)= ) o et le rayon de convergence du développement en série entiére de la fonction ch est
{ n=0 \<""):

‘i éﬂ30|6‘¢om

3. (@) Pour x>0, on peut écrire x= 12 et S(x) =

(b) D'aprés la question précédente, la fonction f n'est autre que la fonction §.
S est de classe € sur R car développable en série entiére & I'origine avec un rayon de convergence
1 égcﬂé:+oa
1 Cela prouve que f est de classe <€ surR.

'] Exercice

Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére 3~ lf" 3

; n=20
| Par d'Alembert, R =2 (ou parce que le rayon de convergence de ¥ n*x" vaut 1).
| o . ™
g Puis i =n(n—-1)+ndonc f2x)=x> ) n(n-1x""%+x e T + - = -
E: ; # nz=:2 e "Z;lnx (=-x2 (1-x2 (1-x3
: 22 +4x
nc pour t -2,2l, ==
[‘: Donc pour tout x€]-2.21. f(0) = 5——3
n
1 Exercice
i’ Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére ) (n_l)nﬁx"'
{‘ n>2 "~ N
]
(; < n 1
I-. Par d'Alembert, R=1 (ou parce gue le rayon de convergence de P T ;).
:_ Puis décompaoasition en éléments simples.

I Exercice : Une application des séries génératrices

! : En ulilisant des séries entieres, délerminer le terme général de la suite de Fibonnaci donnée par Fy =0, F; =1 et
. pourfout ne N, Fpoz = Fp + Fns1-

Soit la série entiere Y Fnx". Sous réserve d'un rayon de convergence R > 0. on G pour x €] - R.R[.
400 +00 - +00 ” T
,.):—'oF"‘zIMZ =Y Fax"™?+ Y Fpax™2donc f(x)-x=x2f(x)+xf(x) soit (Z+x-1)f(x)=-xet f(x)= e lorsque

n=0 n=0
1-x-x2 #£0.
1 1-v5

Par DES, f(x) = EF A S ——) avec ¢ = 145 ety= et on a bien un rayon de convergence >0, puis
Vi ll-px 2 2

4o ) 1 = s " . . .
Six)=3 (—,gw"— Ew") x" : on retrouve par unicité I'expression des termes de la suite de Fibonacci.
n=p0\Vv
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