Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme "Fonction Gamma et série entiére"

Probléme .

Pour tout le probléme, on définit une famille d’équations différentielles (F) ) er+ par :

1 22
VA € RT, ¢+Ey—(y+;)y:0 (Fy)

On rappelle que 'ensemble des solutions réelles de 1 équation différenti Fy) un ace vectoriel

de dimension 2.
xe z @ on t — t*~le7t est-elle intégrable

C et Re(z) > 0.

PARTIE 1

1. A quelle condition, nécessaire et suffisante, sur le co
sur U'intervalle ]0, +-00[?

2. On pose

(a) Montrer que pour tout z > 0, I'(z) > 0.
(b) Soit z un complexe tel que Re(z) : montrer que I'(z + 1) = 2I'(2).
(c¢) En déduire, pour tout réel a > — € N*, I'identité

(o 1) =Yertp)(a+p—1)- (a+ D (o + 1).

(d) Calculer I'(1) et en déduirela valéur de I'(n + 1) pour tout entier naturel n.
(e) Donner un équivalenfyde la fogetion I' au voisinage de 0.
Montrer g ssENGLSur R et donner I'expression de sa dérivée sous forme intégrable.

4. Soit z un co ¢l que/Re(z) > 0; montrer soigneusement que
+oo n +o00
(1) / 1t
T'(z) = + t? dt
() HZ:O nl(n + z2) 1 c

5. a) Soit zp € C\ Z~, montrer qu il existe r > 0 tel que B(zp,7) CC\ Z~.

+oo _1\n
b) Soit f(z) = Zm((n—1+)Z)'

Montrer que f est définie et continue sur C\ Z~.

La formule précédente permet de prolonger la fonction I' a C \ {0, —1,-2,...}.



PARTIE II

Soient A > 0, o un réel et Z a,x" une série entiére, a coefficients réels et de rayon de convergence R > 0
n>0
avec ag # 0. Pour tout z €]0, R[, on pose

Yolx) = Z anz" .

n>0

1. Montrer que la fonction y, est solution de I’équation différentielle (F)) si et seulement si

o =X, ((a+1)*>=X)a; =0, etpourtoutn>2 ((a@+n)’—N = 2.

2. On suppose que o = A et que la fonction vy, est solution de I’équation differgntiel
aol'(a + 1)

22rpllN (o +p+1)
(b) Les a, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le rayon de convedgencelde la série entiére

g anz".

n>0

+o0 %

it (at+p)(atp—1)---(a+1) par

(a) Montrer que Vp € N, agy11 =0 et ag, =

Na+p+1)
I'(a+1)

3. On suppose que 2\ ¢ N: soit p € N*, on note le pro , St €

C\{0,~1,-2,...}.

a) En reprenant la question précédent®avec o« = —\, montrer que la fonction

C, 1 ) <E>2”‘A

s PI(=A+p+1)\2

tion”différentielle (F}).
t libre dans C'(R* ,R) et déduire 'ensemble des solution de I'équa-

est aussi solution sur R7.
b) Vérifier que la famille {g
tion différentielle (

PARTI

Dans cette partie, on va construire, dans les cas A = 0 ou 1, une solution z, de 1’équation différentielle
(Fy), définie sur R’ Ngui soit linéairement indépendante avec la solution yy .
A- Etude de (F)
On rappelle que
—+00 1
Ves 0, gl = o

(2rp!)?

Soit a > —1; on définit la suite (ag,())pen par la donnée de ap(a) = 1 et la relation

p=0

agp(a)(a +2p)* = agyo(a), p>1. (1)

2



1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

P 1
agy(a) = H m-

k=1

(b) On voit bien que, pour tout entier naturel p > 1, les fonctions as, sont dérivables en 0; on pose
alors

p
1
by = a5,(0) et H,= Z o
k=1

Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

1
LTI
(Ind : Ecrire ag,(a) = e®(a20(@)),
(c) Calculer alors le rayon de convergence de la série entiére » b,z
D
2. (a) En utilisant la relation (1), montrer que, pour to tierSmaturel p > 1,

avec la convention by = 0.
(b) En déduire que la fonction

yo(x) + Z by
p=1
est une solution de 'équ ¢érentielle (Fp), définie sur RY .
3. Vérifier que la famille (yq clémeénts de C'(R7,R), est libre et décrire I’ensemble des solutions, sur
R?* , de I'équation différen /
B- Etude ded(F)).
On rappelle que
+oo
1 T\ 2r+1
Vo > 0, T) = _ (—) )
() pzzgp!(p—i- ! \2

Soit « €]0, 2[; on‘définit la suite (cgp(v))pen par la donnée de co(a) = 1 et la relation

cop(@) ((a+2p)° = 1)) = cpa(a), p=1. (2)

1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

u 1
Cop(@) = ’I[l (at2kP—1



b) On voit 1a aussi que, pour tout entier naturel p > 1, les fonctions ¢y, sont dérivables en 1; on
P
pose alors

p
1
dy=cy(1) et H,=Y_ -
k=1
Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

1
dp = _22p+1p!(p 1) (Hp + Hpy1 — 1)

. (c) Calculer alors le rayon de convergence de la série entiére g d, 2P
p=>1

. (a) En utilisant la relation (2), montrer que, pour tout entier naturel p

((1+2p)* - L)dy +2(1 + 2p)egp(1) = d5=
avec la convention dy = 0.

. (b) En déduire que la fonction

définie sur R

. Montrer que 'équation différenticNe (F;) posséde une solution v;, définie sur R¥, qui est de la forme

+oo

vi(z) = Z enz™ 1t

n=0

fonctidn z; # v; — uy est une solution de 1’'équation différentielle (F}), définie sur R7.

. Véri ille (1, 21), d’éléments de C'(R%,R), est libre et décrire I’ensemble des solutions, sur
R*, del érentielle (F}).



