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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Problèmes "série entière

Exercice "MP2017"

On note

(
n

k

)
le coe�cient binomial dé�nie par

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
, n ≥ k et on considère la suite

réelle (Bn)n≥0 dé�nie par

B0 = 1 et Bn+1 = − 1

n+ 2

n∑
k=0

(
n+ 2

k

)
Bk.

1. Déterminer B1 et B2.

2. Montrer que, pour tout entier non nul n,
n∑

k=0

(
n+ 1

k

)
Bk = 0.

3. Montrer que, pour tout entier n, |Bn| ≤ n!. (On rappelle que e ≈ 2.7 . . . ).

4. Que peut on dire du rayon de convergence R de la série entière
∑
n≥0

Bn

n!
zn.

5. Montrer que, pour tout z ∈ C∗, |z| < R,
z

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
zn.

6. Montrer que, pour tout x ∈ R \ Z, cotan(πx) = i+
2i

e2iπx − 1
.

7. En déduire que, pour tout x ∈ R \ Z, |x| < R

2π
, πxcotan(πx) = 1 +

∞∑
n=2

Bn

n!
(2iπx)n.

8. Soit x ∈]− 1, 1[. Montrer que la famille

(
x2n

k2n

)
n≥1,k≥1

est sommable.

9. En admettant la relation : πxcotan(πx) = 1 +
∞∑
k=1

2x2

x2 − k2
, x ∈]− 1, 1[\{0}, montrer que

πxcotan(πx) = 1− 2
∞∑
n=1

ψ(2n)x2n.
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10. En déduire que, pour tout entier non nul p,

ψ(2p) = (−1)p+1 (2π)
2p

2(2p)!
B2p et B2p+1 = 0.

11. Déterminer, alors, le rayon de convergence de la série
∑
n≥0

Bn

n!
zn.

Problème "MP2016"

Pour tout r ∈ [0,+∞[, on pose Dr = {z ∈ C | |z| > r}.

Partie I

1. Soit z1 ∈ C et k ∈ N.

(a) Montrer que ∀z ∈ D|z1|,
1

z−z1
=

+∞∑
n=0

(z1)
n

zn+1
.

(b) En déduire qu'il existe une suite (an)n≥0 de nombres complexes telle que

∀z ∈ D|z1|,
1

(z − z1)k+1
=

+∞∑
n=0

an
zn+k+1

.

2. Soient f une fonction rationnelle et R = max{|z| : z ∈ C est un pôle de f}.
Montrer qu'il existe un polynôme P ∈ C[X] et une suite (an)n≥0 de nombres complexes tels
que

∀z ∈ DR, f(z) = P (z) +
+∞∑
n=0

an
zn+1

.

3. Soient R ∈ [0,+∞[ et f : DR → C une fonction.
On suppose qu'il existe un polynôme P ∈ C[X] et une suite (an)n≥0 de nombres complexes
tels que

∀z ∈ DR, f(z) = P (z) +
+∞∑
n=0

an
zn+1

.

(a) Montrer que f est continue sur DR.

(b) Soit r > R. Montrer que pour tout k ∈ N,

ak =
rk+1

2π

∫ 2π

0

f(reiθ)ei(k+1)θdθ.
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4. Soient R1 ≥ R2 ≥ 0 et f : DR2 → C une fonction. On suppose qu'il existe deux polynômes
P,Q ∈ C[X] et deux suites complexes (an)n≥0, (bn)n≥0 tels que

∀z ∈ DR1 , f(z) = P (z) +
+∞∑
n=0

an
zn+1

et ∀z ∈ DR2 , f(z) = Q(z) +
+∞∑
n=0

bn
zn+1

.

Montrer que, pour tout n ∈ N, an = bn et que P = Q.

Dans la suite de ce problème p désigne un entier non nul et ∥ · ∥ une norme sur Cp.
Pour toute matrice M ∈ Mp(C), on note Sp(M) l'ensemble des valeurs propres de M , r(M) =
max{|λ|, λ ∈ Sp(M)} et

|||M ||| = sup
∥X∥=1

∥MX∥.

1. Montrer que M 7−→ |||M ||| est une norme sur Mp(C).
2. Montrer que, pour tout M ∈ Mp(C) et X ∈ Cp, ∥MX∥ ≤ |||M |||∥X∥.
3. Montrer que, pour tout M,N ∈ Mp(C),

|||MN ||| ≤ |||M ||| · |||N |||.

4. Soient M ∈ Mp(C), λ ∈ Sp(M). Montrer que |λ| ≤ |||M |||.
En déduire que r(M) ≤ |||M |||.

5. Soit A ∈ Mp(C).
(a) Montrer que, pour tout n ∈ N, Sp(An) = {λn, λ ∈ Sp(A)}.
(b) En déduire que, pour tout n ∈ N, r(An) = (r(A))n.

(c) Montrer alors que, pour tout n ∈ N∗,

r(A) ≤ |||An|||
1
n .

Partie III

Dans cette partie, on �xe A ∈ Mp(C) et on note I la matrice identité d'ordre p.

1. Montrer que, pour tout z ∈ Dr(A), la matrice zI − A est inversible. On note alors

(zI − A)−1 = (fij(z))1≤i,j≤p.

2. (a) Soit z ∈ Dr(A). Montrer que, pour tout i, j ∈ {1, . . . , p}, la fonction fij est une fraction
rationnelle en z.

(b) En déduire que, pour tout i, j ∈ {1, . . . , p}, il existe un polynôme Pij ∈ C[X] et une suite
(αij(n))n de nombres complexes tels que

∀z ∈ Dr(A), fij(z) = Pij(z) +
+∞∑
n=0

αij(n)

zn+1
.
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3. Montrer que, pour tout z ∈ D|||A|||, la série matricielle
∑

n≥0
An

zn+1 est convergente et que

+∞∑
n=0

An

zn+1
= (zI − A)−1.

4. En déduire que, pour tout z ∈ D|||A|||,

fij(z) =
+∞∑
n=0

(An)ij
zn+1

où An = ((An)ij)1≤i,j≤p.

5. Montrer que, pour tout i, j ∈ {1, . . . , p}, Pij = 0 et αij(n) = (An)ij.

6. En déduire que, pour tout z ∈ Dr(A), la série matricielle
∑

n≥0
An

zn+1 est convergente et que

+∞∑
n=0

An

zn+1
= (zI − A)−1.

7. Soit ε > 0.

(a) Montrer que la suite
(

An

(r(A)+ε)n

)
n
converge vers 0.

(b) En déduire qu'il existe n0 tel que, pour tout n ≥ n0, |||An||| 1n ≤ (r(A) + ε).

8. Montrer que
r(A) = lim

n→+∞
|||An|||

1
n .
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