Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Problémes " sérl?e\(

Exercice "Mp2017"

On note (Z) le coefficient binomial définie par (

réelle (B,,),>o définie par
BO =1 et

1. Déterminer By et B,.

n+1
2. Montrer que, pour tout entier non nul n, Z ( )B;€ =0.
3. Montrer que, pour tout entier On rappelle que e =~ 2. 7 )
4. Que peut on dire du rayon de conveéagence R de la série entiére Z —z
n>0
— B
n _n
5. Montrer que, pour tou Z FZ .
n=0
21
6. Montrer que, pour Z,cotan(rzr) =i+ ————

eerrac -1 :

x € R\ Z, || <% macotan(mx —1+Z n' (2imzx)"

2n
x
< 1, 1. Montrer que la famille (%) est sommable.
n>1k>1

[o.9]

2 2
9. En admettant la relation : mzcotan(mz) = 1+ Z =
x

PRI €] — 1,1[\{0}, montrer que

macotan(mx) =1 — 2 i V(2n)z?

n=1



10. En déduire que, pour tout entier non nul p,

(2m)*

11. Déterminer, alors, le rayon de convergence de la série

Probléme "vp2016"

Pour tout r € [0, +o0, on pose D, = {z € C | |z| > r}.
Partie I

1. Soit z; € Cet kK € N.

(a) Montrer que Vz € D\,,,

z—

Vz € D‘z1|,
2. Soient f une fonction rationnelle ax{| | : 2 € C est un pole de f}.
Montrer qu’il existe un polynoém | et une suite (a,),>0 de nombres complexes tels
que

+ Z Zn—i—l

C une fonction.
pélynome P € C[X] et une suite (a,),>o de nombres complexes

3. Soient R € [0, 4+o00] et
On suppose qu’il e
tels que

Vz € Dg, f(z )+ Z ol

r que f est continue sur Dg.

(b) Soit r > ontrer que pour tout & € N,
Tk+ 27

ar = —— f(re?®)e*t10qp,
2m Jo



4. Soient Ry > Ry > 0 et f: D, — C une fonction. On suppose qu’il existe deux polynomes
P,Q € C[X] et deux suites complexes (a,)n>0, (bn)n>0 tels que

ap b,

+00 =2
VZEDRl,f(Z):P(Z)+Zzn+1 et vzeDRzaf( = +Zzn+1'
n=0 n=0

Montrer que, pour tout n € N, a,, = b,, et que P = \
Dans la suite de ce probléme p désigne un entier non nul et | - e norte sur CP.

Pour toute matrice M € M,(C), on note Sp(M) I'ensemble des rs propres de M, r(M) =

max{|A[,\ € Sp(M)} et
|[M]]] = sup [[M
X I=1
1

4. Soient M € M,(C),\ € Sp(M). Montre
En déduire que r(M) < |||M]]].

5. Soit A € M,,(C).
(a) Montrer que, pour tout n € Nem§p(AZ) = {\", X € Sp(A)}.
(b) En déduire que, pour tout )= (r(A))".
(c) Montrer alors que, pour f@ut n ,

ue [A[ < [[[M][].

r(A) < [[|A"][] .

Partie III

Dans cette partie, on fis »(C) et on note I la matrice identité d’ordre p.

1. Montrer q D, (4), la matrice zI — A est inversible. On note alors

(21 — A)~" = (fij(2)1<ij<p-

D,(4). Montrer que, pour tout i,j € {1,...,p}, la fonction f;; est une fraction

(b) En déduire qué, pour tout ¢,j € {1,...,p}, il existe un polynéme P;; € C[X] et une suite
(cj(n)), de nombres complexes tels que

o0
ai'(n)
Vz € Dyay, fij(2) = Py(2) + Z Zi—i—l ’
n=0

3



3. Montrer que, pour tout z € Djjja, la série matricielle ) _, % est convergente et que

+oo
ATL
Z Zn+1 (Z[ A
o
4. En déduire que, pour tout z € Dy, \

I (A™);;
Z]
fij (Z) - antl
n=0
5. Montrer que, pour tout i,j € {1,...,p}, P;; = 0 et ;] A
6. En déduire que, pour tout z € D,(4), la série m@ >0 zﬂl est convergente et que
7. Soit € > 0.

. ATL
(a) Montrer que la suite (W)n Cco
(b) En déduire qu’il existe ng tel que, pour tout n > ng, [||A"|]|7 < (r(A) + ¢).

'68?’
O

8. Montrer que
lim 1 Am]].



