Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Devoir a la maison "S@ére

Exercice QCM

1. Les séries Zanz” et D o(=1)"an2"

n>0

. Les séries Zanz” et D o(=1)"anz"

n>0

- n
3. Les séries g anz" et Y, 5o na,z" o

n>0

[\]

n de convergence.

s n n N .
4. Les séries E anz et ZnZO na,z" ont méme domaine de convergence.
n>0

Probléme
Notations

e(z) et Im(z) le conjugué, la partie réelle et la partie imaginaire
={ze€C:|z| < R}
ite DSEgR (resp DSE.) ¢'il existe une suite de nombres

— Pour z € C, on désigne par

— Une fonction f : C

< a t
complexes (ay,)nen telle
n

fonction/z exp(z) = e* = E Z—' est DSE.
n!
n=0

) = Z a,z" pour tout z € D(0, R) (resp pour tout z € C).

n=0
oo

Par exemple,

Partie I"Car la fonction exponontielle"

(e}
fiz— Z a,z" une fonction DSEg.
n=0
(a) Soit r €]0, R[ et f,, : t — a,r"e™ pour n € N.
Montrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur R.
n>0

1. Soit R €]0, +0o0



27
(b) Soit n,p € N deux entiers non nécessairement distincts. Que vaut I'intégrale / el =PIt ?
0
(c) En déduire que pour tout réel r €]0, R| et pour tout p € N, on a la formule :

1 2w

a, = frefye "Pdt.

2mre Jo

o
2. Soit f:z+—— Zanz” une fonction DSE.,. On suppo
n=0

K =sup|f(2)].

zeC
(a) Soit n € N*. Montrer que |a,| < £ pour tout réelr b
(b) En déduire que a,, = 0 pour tout n € N* et

t bornée sur C et on note

ue f

g est une fonction constante.

3. Soit g une fonction DSFE, telle que g() = 1.%0 bose qu’il existe un réel M vérifiant
l9(2)| < MeR*®) pour tout z € C.

(a) Justifier que la fonction f: z — e *g

(b) En déduire que g(z) = e* pour
Partie 11

Soit H l'espace des fonctions h : Rt — C de clas > et vérifiant la propriété suivante :
Pour tout réel strictement positif « la fonction ¢t — h(t)e® est bornée sur R*.

+oo
On munit H de la norme || - ||; définie par ||A|; = / |h(t)|dt pour tout h € H.
0

1. Soit f € H. Montrer que pour tout C, la fonction t — f(t)e™"! est intégrable sur RT.

Ainsi la fonction f: z —s f(t)e "#'dt est bien définie sur C.
0

& DSE.J On fixe z € C.

¢' vérifiant :

2. On veut montrer que
(a) Montrer qu’il existd

n n
t |Z‘ < Ce—t’

2" f Ol ——

R* et™fout n € N.

er que la fonction ¢ — f(t)e®F+Dt est bornée sur RT).
b) En dé t dt < —

() Fn de ol < &

(¢) Montrer alors que fest DSE, et que pour tout z € C on a :

n = (—4)"m Foo
) = Z%—!”(”z", ot my,(f) :/0 £ f(t)dt

n=0

pour tout




3. On suppose maintenant que f € H et que m,(f) = 0 pour tout n € N. On se propose de
démontrer que f est nulle. On fixe un réel a > 0 et on pose :

F(z) = / f®)e = dt pour tout e
0

Il est clair que F est DSE, (on ne demande pas de trer ce ltat).

(a) Veérifier que si Im(z) > 0 alors on a l'inégalité syiwante :
[E )] < IF1s- (0.0.1)
ustifier que f est nulle sur , puis établir que pour cC,
(b) Justifi ! 11 C bl C
+o0
F(z) = — / i N
(c) Déduire que I'inégalité (1) reste vraigpour t
(d) Montrer que lim F'(in) = 0, puis dé ue F' est nulle sur C.
n—oo
(e) Montrer alors que / f(t)dt = Qpuis conclure que f est nulle.
0
Partie 111
iz >0;
Soit G la fonction définie sur R par G(z) = {e S? v
0 si non.
(a) Montrer que pour tout entier k il existe une fonction polynomiale P, vérifiant G*(z) =

Py (1) e~+ pour tout x > 0.
est deweldsse C sur R et que G*)(0) = 0 pour tout k € N.

ur un certain £ > 07

(b) En déduire que la fonction
(c) La fonction G est elle

(a) Montrer que ¢ est
en dehors de cet intéxvalle.

(t)e"™ dt pour tout x € R.

On pose ¥ (x)
1
(b) Montr 0 neNona:

Y(r) = " /12 o™ (e dt, = #0.

2mxn

En déduire~que Ja fonction z — 2" (x) est bornée sur R.
2. Montrer alors que'la fonction z — z¥1)(z) est intégrable sur R pour tout k € N.
On admet que ¥ (r) = p(z) pour tout = € R.

3. Montrer que pour tout k € N, my(¢0) = 0, ot myg(v)) = /t’%(t)dt.
R



