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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Devoir à la maison "série entière

Exercice QCM

Dire si les a�rmations suivantes sont vraies ou fausses. En donner une preuve ou un contre exemple.

1. Les séries
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥0(−1)nanz

n ont même rayon de convergence.

2. Les séries
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥0(−1)nanz

n ont même domaine de convergence.

3. Les séries
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥0 nanz

n ont même rayon de convergence.

4. Les séries
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥0 nanz

n ont même domaine de convergence.

Problème
Notations

� Pour z ∈ C, on désigne par z, Re(z) et Im(z) le conjugué, la partie réelle et la partie imaginaire
de z. Si R ∈]0,+∞[ on note D(0, R) = {z ∈ C : |z| < R}.

� Une fonction f : C −→ C est dite DSER (resp DSE∞) s'il existe une suite de nombres

complexes (an)n∈N telle que f(z) =
∞∑
n=0

anz
n pour tout z ∈ D(0, R) (resp pour tout z ∈ C).

Par exemple, la fonction z 7−→ exp(z) = ez =
∞∑
n=0

zn

n!
est DSE∞.

Partie I"Caractérisation de la fonction exponontielle"

1. Soit R ∈]0,+∞[ et f : z 7−→
∞∑
n=0

anz
n une fonction DSER.

(a) Soit r ∈]0, R[ et fn : t 7−→ anr
neint pour n ∈ N.

Montrer que la série de fonctions
∑
n≥0

fn converge uniformément sur R.
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(b) Soit n, p ∈ N deux entiers non nécessairement distincts. Que vaut l'intégrale

∫ 2π

0

ei(n−p)tdt ?

(c) En déduire que pour tout réel r ∈]0, R[ et pour tout p ∈ N, on a la formule :

ap =
1

2πrp

∫ 2π

0

f(reit)e−iptdt.

2. Soit f : z 7−→
∞∑
n=0

anz
n une fonction DSE∞. On suppose que f est bornée sur C et on note

K = sup
z∈C

|f(z)|.

(a) Soit n ∈ N∗. Montrer que |an| ≤ K
rn

pour tout réel r > 0.

(b) En déduire que an = 0 pour tout n ∈ N∗ et que f est une fonction constante.

3. Soit g une fonction DSE∞ telle que g(0) = 1. On suppose qu'il existe un réel M véri�ant
|g(z)| ≤MeRe(z) pour tout z ∈ C.
(a) Justi�er que la fonction f : z 7−→ e−zg(z) est DSE∞.

(b) En déduire que g(z) = ez pour tout z ∈ C.
Partie II

Soit H l'espace des fonctions h : R+ −→ C de classe C∞ et véri�ant la propriété suivante :
Pour tout réel strictement positif α la fonction t 7−→ h(t)eαt est bornée sur R+.

On munit H de la norme ∥ · ∥1 dé�nie par ∥h∥1 =
∫ +∞

0

|h(t)|dt pour tout h ∈ H.

1. Soit f ∈ H. Montrer que pour tout z ∈ C, la fonction t 7−→ f(t)e−izt est intégrable sur R+.

Ainsi la fonction f̂ : z 7−→
∫ +∞

0

f(t)e−iztdt est bien dé�nie sur C.

2. On veut montrer que f̂ est DSE∞. On �xe z ∈ C.
(a) Montrer qu'il existe un réel C véri�ant :

2n|f(t)|t
n|z|n

n!
≤ Ce−t,

pour tout t ∈ R+ et tout n ∈ N.
(On pourra observer que la fonction t 7−→ f(t)e(2|z|+1)t est bornée sur R+).

(b) En déduire que

∫ +∞

0

|f(t)|t
n|z|n

n!
dt ≤ C

2n

(c) Montrer alors que f̂ est DSE∞ et que pour tout z ∈ C on a :

f̂(z) =
∞∑
n=0

(−i)nmn(f)

n!
zn, où mn(f) =

∫ +∞

0

tnf(t)dt.

2



N
ed
ra
M
o
a
ll
a

3. On suppose maintenant que f ∈ H et que mn(f) = 0 pour tout n ∈ N. On se propose de
démontrer que f est nulle. On �xe un réel a > 0 et on pose :

F (z) =

∫ a

0

f(t)e−iz(t−a)dt pour tout z ∈ C.

Il est clair que F est DSE∞ (on ne demande pas de démontrer ce résultat).

(a) Véri�er que si Im(z) ≥ 0 alors on a l'inégalité suivante :

|F (z)| ≤ ∥f∥1. (0.0.1)

(b) Justi�er que f̂ est nulle sur C, puis établir que pour tout z ∈ C,

F (z) = −
∫ +∞

a

f(t)e−iz(t−a)dt.

(c) Déduire que l'inégalité (1) reste vraie pour tout z ∈ C.
(d) Montrer que lim

n→∞
F (in) = 0, puis déduire que F est nulle sur C.

(e) Montrer alors que

∫ a

0

f(t)dt = 0 puis conclure que f est nulle.

Partie III

Soit G la fonction dé�nie sur R par G(x) =

{
e−

1
x si x > 0;

0 si non.

(a) Montrer que pour tout entier k ∈ N, il existe une fonction polynomiale Pk véri�ant G(k)(x) =

Pk

(
1
x

)
e−

1
x pour tout x > 0.

(b) En déduire que la fonction G est de classe C∞ sur R et que G(k)(0) = 0 pour tout k ∈ N.
(c) La fonction G est elle DSER pour un certain R > 0 ?

1. Soit φ la fonction dé�nie par φ(x) = G(x− 1)G(2− x) pour tout x ∈ R.
(a) Montrer que φ est de classe C∞, que φ est strictement positive sur ]1, 2[, et qu'elle est nulle

en dehors de cet intervalle.

On pose ψ(x) = 1
2π

∫ 2

1

φ(t)eitxdt pour tout x ∈ R.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N on a :

ψ(x) =
in

2πxn

∫ 2

1

φ(n)(t)eitxdt, x ̸= 0.

En déduire que la fonction x 7−→ xnψ(x) est bornée sur R.
2. Montrer alors que la fonction x 7−→ xkψ(x) est intégrable sur R pour tout k ∈ N.

On admet que ψ̂(x) = φ(x) pour tout x ∈ R.

3. Montrer que pour tout k ∈ N, mk(ψ) = 0, où mk(ψ) =

∫
R
tkψ(t)dt.
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