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Concours 2

Epreuve de Mathématiques 2 MP

Partie 1
1) R=sup {r € [0,400l/ (an™),en}-
2) Soit p €]0,R[. Puisque p < R et que R est le plus.petit des majorants de {r € [0,+0ol/ (ant™) cn}, P Nest pas
un' majorant de:{r € [0;+0ol/! (ant™)},¢i}- Donc,:il éxiste T €]p, R ‘tel que la suite!(anT™); Ly Soit bornée. Soit'M un
majorant de la suite (lan|r™), ¢n- Alors, pour tout n €N,

lanp™ =lanlp™ < laalt™ <M.
On a montré que la suite (anp™), cy est bornée.

Autre solution. Soit p €]0,R[. On sait que la série numérique de terme général a,p™ converge. En particulier, a,p"
converge vers 0 quand n tend vers +oco et en particulier, la suite’ (an ™),y est bornée.

3) Soit M > 0 un majorant de la suite (lanp™|),,¢n- Alors, M+1 > 1 puis pour tout entier naturel n, (M-H MT>M+1>M

<(M+1)“ M+1
[

Pour tout entier naturel n, |an| < S s ) . Le réel K = M + 1> 0 convient.

4) Montrons par récurrence que Vn € N, [by| < (ZFK) :

2K\°
ebg=1¢< (—p—) L’inégalité a démontrer est, vrme quand n=0.

e Soit n > 0. Supposons que Vj € [0,n], |b;| < <2K>
p

M:

bl < |Qj| X |bn-—j|

j=1

N
M a

KN e . .
(F) Xi (?> " (par hypothese de récurrence et par définition- de K)

i ()5
o P 2-1

E)~-EY

Le résultat est démontré par récurrence.
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5) Soit z € C tel que |z] < =—. Alors, pour tout entier naturel n,

n_ w oz [IKA™ pPA™
oz = ol 2 < (2) *(H)

2K' la suite (bnz“)neN est'bornée. On en déduit. que Ry > Z_K >0.
6) Soit R’ le minimum des rayons de convergence de S et de T. Puisque les rayons de S et de T sont:strictement p
R’ est strictement positif. On peut alors effectuer le prodmt de CAUCHY des deux séries entiéres S et dans le disque
de centre 0 et de rayon R’.

K

Dong, pour tout z € C tel que |z| <

Pour tout z tel que [z]| < R/,
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z ‘ L A ) oy y
S(z)T(z) = (Z u..z")‘(z b.‘!“)
n=0

nw

 (fom )

~|+Z(b.+£a,b, ,):."-l | |

nel

o
7) 1l existe un nombre réel R’ tel quo 0 < R' € R et T(z) = Z baz" uno sérlo entidro do rayon do convergence supériour

nep

ou égul & R,

vz € D(O,R), S(z)T(z) = 1.
Partie II A

1) lill§ f(x) = lll&———,- = | = 1(0). Done, la restriction de f A R ost continue en 0.

2) Solent (x,y) € R? puis z = x + ty.

et - l -c"';"-l ;e‘ (co;y+tuiny);l = (c*cosy — l)+£(el‘. siny).
3) 1(0) #0. Solt z € C. :

f(z) =0¢pe' =1 =OctzAO el mletz#0,
WIKEZ/z=2knetz#0
@IkeZ'/ 2= 2kn,

4) D'aprés la question précédento, Min{|zl/ {(2) = 0 ct 2 # 0) = 2rt. En tenant compto do f(O) # 0, pour tout z € D(0,2n),
f(z) # 0 et done g(z) = —— oxlste. .

f(z)
1o on
5) n) Pour tout 2 € C, ¢* = Z + Le rayon de convergence do cette oérlo cntldrq out +00.
n-O

b) Soit z € C*. |

400 n
Ainsi, pour tout nombre complexo non nul z, f(z) =14 3 in—‘m Puisque f(0) = 1, cette ¢galité est encore vraie
n=|

quand z = 0 et done
i l“
'} - A
z2€C, f(z) =1+ “E-' CFSIT U(z).

. Alors, Rq = 400 puisque la série entiére correspondante converge pour tout

1
PourtoutneN,posonsan=m

zeC.

2 St | — B e S ——, =

¢
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6) Soit (bn),en la suite définie par : bg =1 et Vn € N*, b, = — (Z (;’:."”'). D'aprés la partie I, Ry > 0. De plus, si
400

pour tout z € D(0, Ry ), on pose V(z) = 3~ buz", alors pour tout z € D(0, Ry), U(z)V(z) = 1.
n=0

Si de plus |z| < Min(2m, Ry) = R, U(z)V(z) = 1 = f(z)V(z) puls V(z) = T) = g(z).

7) a) Soit t €) — 2r, 2n(\(0).

2t e +1 et/2 4 et/2 2t
Gt) =t+ gy =N = Nr——p3 =u (t)
1

2

Pulsque les fonctions t — 2t ot t =) th (%) sont impaires, la fonction G est paire.

-+o00

b) Pour tout t €] — R,R[C] = 2m, 2n[, t + 2g(t) = 1+ (1 + 2by)t + Z bnt™. Puisque G est paire, on en déduit que
n=2

142by =0ectVk 21, bayxsr =0.

by =—%cth2 1, bak+1 =0.
Partie II B

1) D'aprés la question ILLAG), Yo =1et Yn >0, Yn = Z (Y" )

TN Donc, par récurrence, pour tout n € N, yn est un

nombre réel.

1
2) yo = 1. D’aprés la question 11.A.7.b), vi ) et y3=0. Enﬁn,yz——T——s—=4——g—ﬁ.

i Yn-) I tk=n— btient. § —m¥Xc
3) Soitn>0. yn = Z(j+l)letd°ncz(+l)l 0. En posan n —j, on obtien Z( e by =0.

) vyo=letVn>0, yn= Z 6 4. B Done, par récurrence, pour tout n € N, yn est un nombre rationnel.

G+NnY
5) D’'aprés la question II.A.7.b), si n est un entier impair supérieur ou égal 4 3, yn =0.
Partie III
1) Soit t € R.

et—1<T1&-T<e'-1<180<e' <28 t<n2
Donc, si t €] —In2,In2|, let —1| < 1.
2) Pour t € [, h(t) =1—e' €] —1,1[. Donc, la série de terme général an(h(t))", n € N, converge.

3) a) Soit K un segment non réduit & un point et contenu dans I =] — 1,1[. La fonction exponentielle est continue sur le
segment K et en particulier est bornée sur ce segment. Donc, 3Cx > 0/ Vt € K, |et| < Ck.

b) Posons K = [c,d] avec —In2 < c < d < In2. Pour n € N et t € I, posons fn(t) = an(h(t))".
En résumé, chaque fy, est de classe C' sur I et pour tout n € N* et tout t € I, f}(t) = —e*nan(h(t))™! et f§ = 0.
Soit n € N*. Pour tout réel t de I,

Ifn(t) =e'nlaq||et — l["—l < Cxnjan M™! od M = Max{le® —1|,]ed — 1]}.

Puisque Ry > 1, on sait que pour,tout nombre complexe z tel que |z| < 1, la série numérique de terme général na,z"~
est absolument convergente. Puisque M| < 1, Ckn|a,|M™ est le terme général d’une série numérique convergente. Ceci
montre que la série de fonctions de terme général f], converge normalement et donc uniformément sur K.

1

e La série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement vers la fonction Sy, sur I.
e Chaque fonction fn, n € N, est de classe C! sur 1.
e La série des dérivées est uniformément sur tout segment K contenu dans 1.

3
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D'aprés le théoréme do dérivation terme A terme, Sy est de classe C' sur [ et pour tout réel t €'1,

+00 +00 +00
Sh(t) = 3 fa(t) = 3~ —e'nan(h(t)"™" = =¢' 3~ (n+1anp h"(1).

n=0 ne=l n=0

Remarque. On sait que S est do classo C* sur ] - 1, 1( et quo ses dérivées successives s'obtiennent par dérivation terme
A terme. Ainsl, h est de classe C*™ sur I & valeurs dans ] ~ 1,1 et § est do classe C* sur ] — 1, 1[. Done, Si, = S o h est de
clagse C™ gur [, Do plus, pour tout réel t € I,

+00
SH(1) = W(1)S'(R(t) = ~€* 3~ (n+ 1)any h™ (1),

n»0

¢) Pour tout t € I et n € N, posons uy (t) = —e'(n + l)a“+| t Gtant ﬂxd on mlt quo la série entidre associéo & un(t) est

de rayon nu moins 1. Done pour chaque t € I, [l existe uno sério entiére Z Un (t)z™ (ot non pas Il existe une série entidre
n=0
+00

Z Unz" tolle que pour chaquo t € 1....)

n=0

4) Lo résultat énoncé est complétement faux si ul désigne la dérivée k-dme de u,. On ne corrige pas cette question.

Partie IV

1
1) Posons n € N, posons an = ey

. On sait que R, = 1 et que pour tout x €] — 1,1, Z anx" = —In(1 - x). Soit

n=0

t€1\(0). Alors et —1] < 1ct et =1 #0.
—et)' _m(1-(1—¢) t

+00
(1—eY™ 2 b &
“;0 k41 l-e‘l\: k+1 i 1—et —ct_]—-g(t).

D'autre part, quand t = Z m + I vaut 1 c'est-A-dire g(0). On a montré que

—_pt
vtel, g(t) = Z “u:])

2) a) Soit n € N. Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I & valeurs dans R ou C. Alors, la fonction
f x g est n fois dérivable sur I et

x93 (%) wgo-s

k=0

bz Soient n et k des entiers naturels tels que k > n. Quand t tend vers 0, h(t) = —t + o(t) et donc pour k > n,
h*(t) = 0 x t™ 4+ (—t)* 4 o(t¥). Puisque h¥ est n fois dérivable en 0 et que le coeflicient de t™ dans son développement

limité & 1'ordre k en 0 est nul, on en déduit que (h*)'™ (0) =o0.
c) Soient n et k des entiers naturels tels que k > n. Soit H une fonction de classe C* sur I. D’aprés la formule de LEIBNIZ,

(HhY)™ (0) = Z (',‘) (h4)? (@)H(n=0 (),

j=0
N

Pour tout j € [0,n], k> n > et donc (h*)"” (0) = 0. On en deéduit que (HhX)™ (0) =0

+00
4 (1- et)k—(n-f-l) +oo (1- et)k
d) Soit n € N. Pour tout réel t de I, posons H(t) = = ) +——— de sorte que pour tout réel t
(h(e)* n+l
oy = 3, ST e+ (RENMHTH).
k=0
+00 2k +00 xk

Le rayon de convergence de la série entiére Z m est 1 de sorte que la fonction S : x +— Z W est définie

ct de classe C* sur ] — 1, 1[. Mais alors, la fonction H = S oh est de classe C*® sur I.

'
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n k (r\) n k (n)
- (v S BLT0) | v tdantmiar o WO RIQ)
On en déduit que g'™ (0) 'é T R (R**TH)")(0) = kgo i

3)a) Soient n un entier naturel et k un’entier naturel non nul. D’aprés la formule du binéme de NEWTON, pour tout r¢

t,

e [k
(h(t)* =3~ (j)(—ﬂje".

j=0

Pourn 2 1,

5705 (a3 ()

j=1
b) Yo = 1. Soit n > 1. Alors (h%)(n) =0, puis

g™(0) ] k e
iR (Z( n’(‘j‘)j“).

i=1
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