Préparatoire MP 2 Prof. Nedra Moalla

Série enticre

Exercice 1
1) Déterminer lo rayon de couvergence do la série entiére dans chacun des cas sui-

vants @
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2) Déterminer le rayon de convergence et calculer la smmc't‘,"
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Exercice 2
1) Soit Z anc" une séric enticre de rayon de convergence R.>0
n20 .
s or ¢
Monter que la série entierg ;’-frr" ¢ rayon de convergence +00.

a -
-—'l'-:v" est de rayon de convergence R > 0, alors

2) Montrer que si la séric efiticr =

n20

la série E aaz" e8 dc@ de convergence +00.

n>0

Exercice 3
3% 2 n!
1) Pour n € N, montrer que / (M .= 4t converge et que sa valeur est E
0
+

Soit f(x) =/ wsin(ta:)c"’dl.

2) Justifier que [f est définie sur R.
3) Montrer que [ est DSE(0) sur R, en donnant son développement.

4) Déduire que f est C* et donner f™(0) Vn €N

Excrcice 4

Soit f lapplication définie sur |1, 1] par f(t) = cos(aarcsint),a € R.

1) Former une équation différentielle dun second ordre vérifiée par f.
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enue qui sont développables

, i peesantie]le obt
2) Chercher les solutions de 1'équation d,lffming ;
en série entitre et vérifiant y(0) =1 et ¥ (0) =0 il 1[, et donner son

ri jere sur
3) En déduire que [ est développable en serie entiel
développement.

Exercice 5

On considere 'équation différentielle suivante :

(x) 2% +day +2=In(l+2) @
: / 2 ierejsur |—1,1/.
1) Déterminer une solution de I'équation (+), développable easériggntigrgs ] [
2)a) Déterminer le rayon de convergence de la série entié%o

O
; n(n+1)(nA2

b) Calculer la fonction somme de cette sériesentie \’

Exercice 6
On pose &(z) = Lo ('k(czb?—l)k%.

VT
Soit ¢ € R, on pose 1 (z) =(®( et Gy(z) = ¢®* =, z€R.
1) Donner sans démons les ‘développements en série entiere en 0 des fonctions
r—r e et g e zi que la valeur de leurs rayons de convergence.
dével

2) Montrer e se % sur R et que pour tout € N, ona

%(0) = (-1)"d™ ().

3)a) Montrer que % est développable en série entitre en 0 avee un rayon de conver-
gence infini.

b) Justifier que 1 égale a sa série de Taylor en 0.

c¢) En déduire que

Vz €R,Gy(z) = +E°° Hk}(:')xk (1).
k=0 .

4) a) Montrer que I'on peut dériver terme & terme par rapport &  la relation (1).
b) En déduire que
+

= ”kq.l(f.):nk

VzeR, 2(z—x)Gt(z)=ZT 2).
k=0 '
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5)Soit L € R,

a) Calculer Ho(t) et Hy(1).

b) Montrer en utilisant les relations (1) et (2) que
Vk € N*, Hyq(t) = 2LHi(t) — 2kHe-1

Exercice 5 (d’aprés MP 2006)

On pose
2 ¥ _lQ
blx)=—74] © vz € R
v Jo
1) Montrer que  est de classe C! et impaire Sur R ) : ¢ ioiement
2) Montrer que P est développable en série cnticre au v(0). Déterminer c¢ développement
et présiser le rayon de convergence.
3) Soit (x) = L= O(z), Yz ER. o
) Y ( ) 2 ( ) rd u Pon prCClSCl‘ﬂ-

a) Montrer que 1 vérifie une équation différentielle du premit
—z2 +© 22n+1n|
c 2n-

C
sdui ) = —= Vs T D
b) En déduire que vr e R, ®(z) N ;} @n+1)!

Exercice 7 (D’aprés MP2018). O

utielle Sudvantes :

Soit a > 0, on cosidére les éqution di,

By oy + wy — (£ )y =0.

B, : =y’ 1)y —2y=0.
Soit @ :]0,+oo[— R une Ag e 2. On pose

’I
? Lo

1) Montrer que st s
!

olution de (Ea) sur ]0, +oof si et seulement si Y est une
solution de h .
Soil (an)n>0 UNEN Toéelle telle que la série enliére Zanrn" a un rayon de conver-

n>0

00
gence R > 0. On pose $:]-R,R[—R,z— S(z) = Zanm".
n=0
2) Montrer que S est unc solution de (E.) sur)— R, B[ si el seulement st ay = 0 el

pour tout n € N
Qn

Oni2 = '
2T ) (n+ 2+ 2a)
2n

4) ) Monticr que la séric enticre Z = @ un
| rayon de convergence
= 4rpIT(a+n+ 1) g

égale a +00.
2n

+00
b) Montrer que I, :|0,+00|— R z+—> (2)® s .
] [ ' (2) ;} T (e +n+ 1) est une solulion

de (E,) sur]0,+oo]
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Exercice 8 (D’aprés MP2019).
Pour tout = € R, on pose G/(z) = / ¢

b &

2.
g

4.

b,

A
8.
9.
10.

oo 5 )
=g 0,

= 2C
o . gr > @ 1214
Montrer que G est de classe C™ sur R et expruner ses dérivées successive

sous forme intégrale.
C e ; ; ¢ , . s Aoy
Montrer que g satisfait une équation différentielle linéaire homogéne d'ordre 1.

Y]
Résoudre Véquation différentielle obtenue et en déduire que G(z) = \/;(B'ﬁ', T €

R.
1)™(2m)!

(=1)"(2m)!

S

Soit m € N,

Développer G en série entiére sur R puis déduire que G*™(0) = v Tl
t2

a) Montrer que la fonction t —— 1*™(1 4 —)7"
n

seulement si n > m.

S@ﬁr R si el
b) Soit t € R fire. En étudiant les variations de g :

[1,+00, montrer que la suite (1 + £)™™)pz1 esi-déery 2 e, L
roo L | \/‘7?(2771,)!.'

¢) Monlrer que pour lout n > m, lim mldm

utilisé.
t2
Montrer que pour tout n>m 20, / M —

—00 n

On énoncera avec précision le thé

T i
)~rdt = ™1 Jy m avec

i

2m

)‘bw s
. e (1)

it 20, Joprm = (1'= g"?l,j,;'l‘)-]n,rrt-

Montrer que pour louty

Montrer qupoudtoutyn € N* Joyim = (32 ) Jmm=1- o At ol
En dédw;’ ression simplifier de Jyy1,m,m € N d Uaide des factoriellles.

Montrer qe_pour tout n>m+1,

g i y wm@m)! S o 2m+l
2m - —emi ik i
/; l (1+—1;) "dl =11 ——= I I (1 ok 4

m 1Y2
oc 4 (m) k=m-1
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