Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série 2 "Série entiére"

Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
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Exercice 2

Calculer le rayon de convergence R et donner la somme de la série entiére
dans les cas suivants :
2n

N Z n; lx” 2) Z(_l)n+1nx2n+1 3) Zéln:z—l 4 il )

n>0 n>0 n>0 >0

Exercice 3

Soit A € C\ {—1,1}. On considére le polynome Py =
et on définit la fonction de la variable réelle F

1
Vr € R, F)\<CL’)

A+ cosx
On note z; et 29 les racines co

|21] < [z

es du polyn \ et on suppose que

1. a) Préciser les valeurs de z; + 236t 2129.
b) On suppose que |z;| = 1 et on chwisit § € R tel que z; = €.
Justifier que z, = e~ puis trouver ne contradiction.
c¢) Montrer que 0 < |2z < 1 et |25 > 1.

1
2. Décomposer la fraction ratignnelle en éléments simples dans
P\(X)
C(X).
3.a)V tout réel z, F\(x) 2e™
a) Vé e out réel x xr) = —
Y >\ P)\(em)

le pour tout réel x,

2 1 21
F = ‘ . .
\(@) 21 — 29 (1 —e ¥y * 1— emzl)

ustifier que, pour tout réel z, la série numérique g 27 cos(nx) est
n>1

2 o0
1+2 T .
o ( + Z 2] cos(nx))

n=1

convergente et que F)\(z) =

cos(t)

——dt tout
1+ cos(t) 0 PO oM

5. En déduire les valeurs des intégrales /
0

peN.
cos(nt)

———————dt, pour
cost + cha P

™
6. Donner en particulier les valeurs des intégrales /
0

tout n € N et tout réel a > 0.

Exercice 4

o0

Soit S(z) = Zanz" la somme d’une série entiére de rayon de convergence
n>0

R non nul et possiblement infini tel que ag = 1. On se propose de démontrer



qu’il existe un nombre réel R, tel que 0 < R’ < R et T(z) = anz” la
n=0

somme d’ une série entiére de rayon de convergence R’ telle que :

Vze D(0,R), S(z)T(z)=1.

Soit p un nombre réel tel que 0 < p < R.

1. Rappeler la définition du rayon de convergence de la série entiére

g a,z".

n>0

2. En déduire qu’il existe un nombre réel K > 0 tel que, pour tout entier
naturel n > 1 :

K
a,| < (—)™.
|| (p)

3. On considére la suite (b,), définie par récurrence par :

bp =1 etpourn>0, b,=— Zajbn_j.
j=1

2
4. Démontrer que pour tout entier naturel n : |b,| <

o0

5. En déduire que la série T'(z) = Z a pmra onvergence

> 0.

des séries S et T.
it S(z)T(z), pour z dans

6. Soit R’ le minimum des raydn
Expliciter les coefficients de la s
D0, R').

7. Conclure.

Exercice 5

Soient a un réel strictement positif et ¢ la fonction définie sur R par :

a)(eir _ e—a) ’

nts simples la fraction rationnelle F/(X) =

éxiste une suite réelle (v,,)n>0 que 'on déterminera,

r tout v € R, p(x) = Z% cos(nx).
n=0
2w
dgduire 'expression des intégrales I, :/ o(x)cos(nx)dx, n €
0

On suppose que ¢ admet un développement en série entiére en 0.
oo

1. Etablir que ce développement s’écrit : ¢(x) = Z byr?P.
p=0

2. Calculer by et b;.

3. En remarquant la relation ¢(z)(cha — cosz) = 1,
) bn—l-

a72n

cha — 1’
5. En déduire un minorant du rayon de convergence R de la série entiére

o
2p
E byzP.
p=0

6. On pose cosz = e +e %, 2z € C.

exprimer b, (avec n > 1) en fonction de by, by, . ..

4. Démontrer que pour tout entier naturel n, |b,| <

(a) Reésoudre dans C I’équation d’inconnue z : cos z = cha.



[e.9]

(b) Soit la série entiére Z b,x* de rayon de convergence R. On note
p=0

S(z) = prz2p.
p=0

i. Montrer que pour tout z € C tel que |z| < R, on a
S(z)(cha — cos z) = 1.
ii. En déduire la valeur du rayon de convergence R.

Exercice 6 Pour p € R* on note (E,) l'équation différentielle sur RY :

(Ep) :z(y" —y') +py =0.

seulement si

apg = 07 1

n(n+ 1ap1 = (n—pla,, Vné€
2. Montrer que (E,) posséde des solutions wales  non
identiquement nulles si et seulemen}l si p er qu’alors,

les solutions polynomiales non null

On ne demande pas de d
polynomiales lorsqu’elles existe

3. Dans cette question, on fire p E\N*
P € R[X] tel que la fonction polyn
Uéquation (E,). L objectif est de déte
P en fonction du parameétre p.

Pour tout x € R, on note h(z) = e *P(x).

constdére un polynome
iale x — P(x) soit solution de
mer une exrpression simple de

) ontr
Soient p € R* et (ay)nen une suite de nombres réels. On suppose que |
série entiére y ., a,x" a un rayon de convergence infini. )
- oo Ewublir que, pour tout n € N*,
1. Montrer que la fonction f : x — Zanx" est solution de (E,) si et
n=0 p = SO (et p - DY

a) Montrer que la fonction h est solution de I’équation différentielle
(Y + ') +py =0 sur RY.
b) Justifier que la fonction h

On note (by)ne '
entiére de h. St,

est développable en série entiére sur R.

> b, (0.2)

n=0

e cients vérifient :
bp =0
Q{ L (0.3)

n(n+1)b,t1 = —(n+p)b,, Vn e N*

plnl(n —1)!
d) On pose g,(x) = aP~ e, Justifier que gz(,p) est développable en série
entiere et déduire de la question précédente que, pour toul x € R,

P(z) = Cxpexgi(f’) (x)

ou C est une constante réelle dont on précisera l’expression en
fonction de by et de p.

. Dans cette question on fize un réel p non nul et on suppose que p ¢ N*.

a) Justifier Ueristence de suites (an)nen € RY non identiquement

nulles telles que la série entiére g a,x’ ait un rayon de convergence

n>0
+oo

infine et telles que la fonction x — Zanx” soit solution de (E,).

n=0
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+oo +oo
d) Pour tout x > 0, on pose (z) = Z |la,|z"™ > KZ STk
"n!

n=q n=q

i) Trouver une constante K_et une fonction polynomiale R(z) tel s

+o00
On fize une telle série entiére et on pose pour x > 0, f(x) = Z apx".
n=0

b) Montrer qu’il existe un entier naturel ¢ > p tel que, pour tout entier

n=gq, que

n'est pas intégrable sur [1,+00l.

q!|aq|




