Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Exercices corrigés ”"Séries entiéres”

Exercice 1 Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres
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Réponse.

1. Z(sin n)z" : La suite (sinn) est bornée,

donc > 1. Mais elle ne converg s ver e rayon est donc < 1.

D’ou R = 1.
AN T
2. 23 (1+2/n)™ n)" " ~ e? (%) . Cela

donne un rayon de convergence ég

()

n>2

nvergence est

2" @ La suite (a,) converge vers 0, donc R >

—_> _ ln(1+(?/1ﬁ>n) -

. 5 a, ne converge pas absolument,

. R=1/4 (d’Alembert).
8" R =1 (d’Alembert).
9. R =1 (équivalent).

10. R = 400 (d’Alembert).

11. R =1 (suite bornée ne tendant pas vers 0).

12. R =1 (équivalent).

Exercice 2

Développer Donner les développement en série entiére des fonctions sui-
vantes. On précisera le rayon de convergence de la série entiére obtenue.

1. In(1 + 22?)
2.

avec a # 0
a—x

3. In(a+z) avec a > 0
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5. In(1 + 2 — 227)
6. (4+ x2)_3/2
Réponse

1. 11 suffit de remplacer ¢ par 222 dans le développement en série entiére de
In(1+¢). On a donc
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n=1

(_1)n+12nm2n
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La série converge si [222| < 1. Son rayon de convergence est donc

V2

2. Tl suffit de factoriser par a au dénominateur et d’utiliser le développement

en série entiére de . Il vient
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Pour |z/a] <1 <= |z| < |al, on obtient
—+o00 ERe)
1 1 z" "
=X o ntl
a—r a “=a —~a

3. On factorise par a :

In(x +a) =In(a(l +

Le rayon de convergence de la série entiére obtenue est a.

4. On réalise le produit de Cauchy des deux séries :
“+o0o
e
-
n=0

de convergence 1, on en déduit que pour

+x — 222 = (1 — x)(1 + 2z) donc la fonction est définie sur
1/2,1][, et sur cet intervalle, elle s’écrit

In(1+ 2 — 22%) =In(1 — x) + In(1 + 2z).

En utilisant le développement en série entiére de In(1 + u), on obtient
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(valable pour |z| < 1)
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In(1+22) = Z

n=1
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(valable pour |z| < 1/2). En effectuant la somme, on en déduit que
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La série obtenue est de rayon de convergence 1/2.

6. On factorise par 4 pour se ramener & (1 +¢)*. On a donc
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La fonction u — (14 u)~%/2 est développable en série entiére sur | — 1, 1] et

. (2n+1)
6...2n

u”.

Vuel—1,1 (1+u)P=1+ Z(—1)“3 : 2 Z"

n>1

Il en résulte que pour tout x tel que%é]—l,l[, on a
22\ 7 3.5-7...(2n41) 2>
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La série entiére obtenue a pour rayon de convergence 2.

Exercice 3

1) Donner le développement en série entiére de la fonction

| — 1,1
2) Déduire le développement en série entiére de la fond
sur | — 1, 1].

arcsin(t)

+o0o
1 (2n)!
Déduire la valeur d E
3) Déduire la valeur de 2 Tty

Réponse.

2. Va € Rju — (1 + u)* est développale en série entiére en 0 et le
rayon de convergence R de son développement en série entiére vaut 1
sia ¢ N.
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En multipliant Rumérageur et dénominateur par 2-4-- - --2n = 2"n!,

on obtient :
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"aptes la question précédente, en remarquant que : z €] — 1, 1] <=
2 € [0,1] et [0,1[C] — 1, 1], il vient :

t".
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Ve €]l — 1,1, —— = g 2" avec un rayon de conver-
] [ 1= 2 o (2nn!)2 Y
gence R = 1.
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D’apres le cours sur les séries entiéres, on peut intégrer terme a

, , . N 1
terme le développement en série entiére de z +—> Wi et le rayon de

convergence est conserveé.

Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] avec Arcsin’ : z —

De plus, on obtient :

+oo
. _ . (2n)! 2n+1
Vo €] —1,1], Arcsin z = Arc;s(l)n O+;) @) (2n £ 1):C avec

un rayon de convergence R = 1.

. Prenons z = % €] — 1,1 dans le développement précédent.
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On en déduit que Arcsin (5) = E Y ()2 (2 + 1) 221
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bti <% (2n)! o
On obtient nzo (22 (2n £ 1) =3
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Exercice 4 Soit S(x) = E In (1 + —) z".
n
n=1

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére en variable
réelle x.

2. La série converge-t-elle pour les valeurs R et —R de la variable ?

3. Démontrer que la convergence est uniforme sur le segment [—R, 0].

4. Etudier la limite en R (a gauche) de (R — x)S(x) ot S désign
fonction somme de la série entiére.

Solution :

1
1. Le rayon est, d’aprés le cours, le méme que celui de Z —zf, ¢
n

1 1
ln(1+—)N_ &
n n

2. Pour x = 1, la série diverge (co série harmonique,
critére de Riemann).
Pour x = —1, la série conver

Done R = 1.

(n — +00).
arai al

née, théoréeme de Leibniz).

4. St x € [0,1], les calculs suivants sont valides (on n’a pas besoin de

passer aux sommes partielles) :
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(1-2)S(x)=> In

+o0
me la série anx” converge uniformément sur [0,1] (cf.
n=2
ut), on a
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(1—2)S(x) — 0+ » b,=—In2+1In2=0.
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Exercice 5

Soit, f I'application définie sur | — 1, 1] par f(z) = exp(Aarcsinz), A € R.

1. Former une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par
f.

2. Chercher les solutions de I’équation différentielle obtenue qui sont dé-
veloppables en série entiére et vérifient y(0) =1 et y/(0) = .

3. En déduire que f est développable en série entiére sur | — 1, 1][.

Réponse
1. On dérive deux fois f :

f(z) = exp(\arcsin z)



A

f(z) = = exp(A arcsin z)
11—z
AT : A2 :
f(z) = T2y exp(Aarcsin z) + [ exp(Aarcsin x).

On trouve que f est solution de I’équation différentielle suivante :

(1—2%)y" — a2y — Ny =0.

2. On suppose qu’il existe une solution développable en série entiére
y(x) = Z a,x" sur | — R, R[ vérifiant y(0) = 1 et ¥/(0) = A. ¢/ est somme de
n>0

n+ 1)a,.12" et y” est somme de n+1)(n+ 2)a,02". La fonction
+ Y +

n>0 n>0

(1 —2%)y” — xy’ — A%y est donc somme de la série entiére

> ((n+1)(n+2)ansz + (—n(n— 1) —n — X’)a,) 2"

n>0

Ceci doit étre identiquement nul sur | — R, R[. Par unicité du dévelgppemgen

%@

en série entiére, on obtient, pour tout n € N,

n? + \?
) (@ +2)

Ay,

Ap42 =

itére d’Alembert (puisque a,42/a, — 1). Cette
ant les calculs, solution de ’équation différentielle

différentielle (1 — 2%)y” — 2y’ — A%y = 0 est une équation
inéaire du second ordre, et 1—a? # 0 sur | — 1, 1[. Tl existe donc

Y = \. f et la série entiére trouvée a la question précédente conviennent.
On ewdéduit qu’elles sont égales. Autrement dit, f est développable en série

entiére, et f(z) = Zanx”.

n>0



