0.1
0.1.1 Ona X?+2AX +1= (X —z;)(X —z3)donc 2 + z2 = —2A et z122=1.

1 ! .

0.1.2 Soit 0 € R tel que z; = €', alors z3 = — = ¢, on en déduit que A = — cos 0 ce qui contredit A € C\[~1.1] .
<1

0.1.3 De la question précédente |zy| # 1 et |z2] # 1 (2 et 23 jouent un role symétrique) et |zq||z2| = 1, forcement 'une

des deux racines est plus petite en module que 1 et 'autre et plus grande que 1 , par exemple 0 < |z1| < 1 < [z;].

B 1

0.2 La décomposition en éléments simples s'éerit : ) - :‘ = -+ T avec
X-z 1 X - :2] 1
a=|—— =— ¢t b= =
[1’;(,\) X=z, 1— = [[{\(X) X=z; 22— 22
Ainsi
Yo 1 ( 1 1 )

Py(X) - \X-23 X-z

0.3
0.3.1 Soit € R | la formule d’Euler donne
2
FA(I) =

N+ et + et
Qcix

62"' + 2= +1

2¢'*
= -P.A (clx)
0.3.2 De la question 0.2 on a
2+ 1 1
Fa(z) = ( = S )
—22 \e*®* —2 e =Ty

2 e 1 ( 1)
= -— car zyzp =
=22 \et* -2 etr — ;l-"

2 1 ze'*
zZ1=—zp \1—exz; 1-—e'"z

0.3.3 Ona0< || < 1et |z} cos(nz)| < |z]|", la série T |z1|" converge donc )~ :z] cos(nz) est absolument conver-
n2>l

n>1
gente.
Nous avons
+c
1 — _nc—lnr
e 1
— p—iX~
1 [ 21 I
ct
o AN +3C
e Z.;wlc.(nn)x
N T
1—-e€*z) poser?
-2
= E zf' et
n=1
1
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F,\(I) = ‘—::’-—'; (l + i:;’(c:"" + e ")

el

+ o
> z) = 22 (l . 22 = ”"‘('u)) .

0.4

0.4.1 Ona H\clg [wa(x)| = |2;|" et | 21| < 1 done In série de fonctions ¥ w, converge nonnalement et uniformément su
xr nal
R.

0.4.2 Soit p€ N et t € [—m, @] de la question 0.3.3 on a

‘st 2 -+ oo
cos(pt) Fi\(t) = \“:‘((_I::' = gy (cm(pf) + 2 2 2} cos(pt) mu(nt)) i
Atc 5y -z e

Soit fp 1 t v 2] cos(pt) cos(nt) , In série de fonctions 3= f,, converge uniformément sur R et done sur (—=, 7] .
nzl
théoréme d'interversion de ¥ et [ donne

/a cos(pt) di = 2 /' cos(pt)dt +Q+Zm 0 /ﬂ cos(pt) cos(nt)dt | .
—g A+ cost 2 — 22 -

— n=1

De la formule !
cos(pt) cos(nt) = 3 (cos((p+ n)t) + cos((p—n)t))

on a

/ "ﬁ cos(pt) cos(nt)dt = { o B 5

On distinguant les cas p # 0 et p = 0, on obtient

" cos(pt) ., dmzf
- A+ cost 21—7_2.
FEt par parité on a
k3
cos(pt 2nsr
t) 4 = L
n A+cost zZy — 29

0.5 SiA=2alorsz =-2+V3et :2=—2—ﬂdonc

™ cos(nt) i V3 (-2+ V3)"
s 2+cost 3

Si A = cosha. avec a > 0, alors alors 2; = e~ et zz = ¢ donc

/" cos(nt) __ =R
0

cost +cosha  sinh(a)
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IV Solutions d’une équation difféerentielle développables en série entiere

Q 30. Puisque le rayon de convergence est infini, f est de classe €™ sur R et

+00 +00
fl(x)= Zna,,x"'l, f(x) = Zn(n —1)a,x"2
n=1 n=2

On en déduit que f est solution de (E,) si et seulement si :

+00 +00 +00 +00 +00 +00
¥xeR, E n(n—1)a,x""! - E na,x" +p E ax" =0 = E n(n+1)a,.,x" - E nax" +p E a,x" =0
n=2 n=1 n=0 n=1 n=1 n=0

= pap+ Z(n(n + 1)ay +(p—n)ay, )x” =0

n=1

Par unicité du développement en série entiére on en déduit que f est solution de (E,) si et seulement si ay = 0 et pour tout
nzl,nn+1)a,,, =(n-pa,.

IV.A - Recherche de solutions polynomiales

Q 31. Une solution polynomiale est une solution développable en série entiére telle que la suite (a,) soit nulle a
partir d’un certain rang. Compte tenue de la relation de récurrence obtenue, il existe des solutions polynomiales non
identiquement nulles si et seulement s’il existe un entier N > 1 tel que ay # 0 et ay,; = 0, soit encore si et seulement si
p =N € IN". Il s’agit alors de fonctions polynomiales de degré N = p sannulant en 0, qui appartiennent a E d’apres la
question 2.

Q32. Oncalcule h'(x) = e'x(P'(x) - P(x)) et h”(x)= e’x(P"(x) -2P'(x) + P(x)) donc :
x(h"(x) + h'(x)) + ph(x) = e'x(x(l’"(x) - P'(x)) + pP(x)) =0

car P est solution de (Ep). h est bien solution de I'équation différentielle x(y” +’) + py = 0.

Q 33. Les fonctions x +> e et P sont développables en série entiere sur R donc par produit de Cauchy leur produit h
aussi.

Q 34. Prouvons la formule demandée par récurrence sur n € IN* :
- sin =1 laformule est une évidence;

- sin>1, supposons la formule acquise au rang n. Alors

(n+p), _ (n+p) x(—l)"‘l(n+p—1)! _(=1)"(n+p)!

by = ‘n(n TR _"(n +1) pnl(n—1)! = p'n!(n+1)!

1

donc la récurrence se propage.




¥oo xn+p-1
Q35. Lafonction x> e ™ est développable en série entiere sur R donc g, aussi, avec : Yx € R, g,(x) = Z( 1)"
n=0

On en déduit que g(p  est elle aussi développable en série entiére sur R, et que son développement s’obtient en dérivant p
(n+p- 1)!x"_1.

fois terme a terme : (p N(x 1)"
(x) = Z( ) (n—1)'n!

n=

On constate alors que blxg(m(x) =p!h(x) = p'e™*P(x) donc P(x) = Cxe* (p)(x) avec C = b—'

p!
IV.B -~ Solutions développables en séries entiéres non polynomiales
n-—

Q 36. Pour tout A € R" on définit une unique suite (a,) en posant ay =0, a; = A et pour tout n 2 1, a,;; = ﬁa"
Cette suite est non nulle a partir du rang 1 car p € N".

+00

a N crs ’ s o . 2 s
On a lim =L = 0 donc d’apreés le critére de d’Alembert la série entiére f : x > Za,,x" a un rayon de convergence égal a
a'l
n=0

+oo, et d’apres la question 30, f est solution sur R de (E,).

a 1— - 1
Q 37. Pour tout n > p, |2t = P et pour tout n > 2p, 7P 5 - doncen posant g = |2p]/+1ona:V¥n > g,
a, n(n+1) n 2
la,|
Ian+l| S
2(n+1)

Q 38. Prouvons la minoration demandée par récurrence sur n > q:

- sin = gq le résultat est évident;

si 1 = g, supposons le résultat acquis au rang n; alors |a,.| > ! X q!laql = a'lagl donc la récurrence
q, PP q g n+1l = 2(n+1) MG 1 = 2"”“7(n+l)!
se propage.
Q 39. La série entiere Z nyy] 3 un rayon de convergence infini (sa somme vaut e*?) donc pour tout x > 0,
n!
X 4 q-1 X
Y x/2 _ : —
P> qllagl ) 5 = 2glagl(e?-Qw)) o QW=) Zi
n=q n=0

. 1 e
Puisque a, #0ona e*/? = O(lp(x)) et donc ol O(\p(x)2 —
+oo dt +oo -t
L'intégrale J ry diverge donc il en est de méme de J- W(t)? eT dt; la fonction { n‘appartient pas a E.
1 1

Q 40. Larelation de récurrence vérifiée par la suite (a,) montre que cette derniére est de signe constant pour n > p et
q-1
donc a fortiori a partir de rang g. Il existe donc € € {1, 1} tel que f(x) = R(x) + ed(x), ot R(x) = Za,,x". E étant un espace

n=1

vectoriel, on a R € E (question 2) et ¥ € E donc f € E.



