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Famille Sommable

1 Ensembles dénombrables

Définition 1.1 = Un ensemble E est dit dénombrable s'il ést en bijection avec N.
Ce la signifie & ¢ : N — E est une application bijective, on dil que la suite (Tn)nen
définic par z, = @(n) est une énumération des éléments de E et on peut écrire
E = {z,, n€e N}.

+ Un ensemble est fini ou dénombrable (au plus dénombrable ) s’il est en bijection
avec une partie de N.

! Exemple 1.1 2) L’ensemble 2N est dénombrable.
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Exemple 1.2 2) L’ensemble Z est dénombrable.
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me 1.1 Si F est une partie infinie de N, alors F' est dénombrable.

Preuve F exbt v f"’“"" .l F#Sj h‘éuté Uln /Mu [t QJ )
[ &(vJ

a.‘_ yeclren Ce.

brpoe Vo= min. B, ek on Con i
Qn_a win- F\\uo,u{._ U (f r\ém QJ) e €
B’\‘\ YG‘)C,- Cg u., UL

-P_q Nu[& &)‘@0’& M/ _-5 %OL‘M Fn[on- Ons ]
%mLLCF—b‘An e W ly 3¢ L Ung 2% € A

"73\3 LC’ P = " A —Sk'fmv& \fla\o

Propriétés 1.1 .

Si ACE

1) 4 et alors A est finie ou bien dénombrable.
E est dénombrable

2) La réunion d’un nombre fini d’ ensembles dénombrable est dénombrable.

3) La réunion dénombrable d’ ensembles dénombrable est dénombrable.
4) Le produit cartésien de deuz ensembles dénombrables est dénombrable.

Si E ={an, n€ N} et F={bs, n€ N}, alors Ex F = {(an, b)neN, peN}
5) Si E,, Es, ..., E, sont des ensembles dénombrables, alors le produit cartésien

E\ x Ey x ...E, est dénombrable.

Exemples :
T ensemble des entiers pairs et I'ensemble des entiers impairs sont dénombrables.

N2, Z? soufdénombrables.
Théoreme 1.2 Si E est un cnscinble dénombrable ct si F est un ensemble en bijection

avec E, alors F' est dénombrable.

Exempl(s
Q est un ensemble dénombrable.
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2 TFamille sommable

2.1 Famille & termes réels positifs

Dans cette partie / désigne un ensemble au plus d(mmubml{n ( I fini on dénombrable 5
T VA IWY -
Définition 2.1 On dit qu’une famille (u;)ic1 de réels positifs est sommable s'il existe un

réel M tel que pour toute partic F finie C I, Z u, <M

icF
Si tel est le cas, on pose Zu,- = sup Z"‘
icl Flini Cl sep

Si non, on pose Zu.- = 400.
icl
Exemplel Y = N

une famille de réels positifs (u;)icn est sommable si, et seulement si, la série Z u; converge.
>0

Dans ce cas, on a :
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Proposition 2.1 Soit (w;)ien une famille de réels positifs. 9 Si (ui)ien est sommable,
alors Z u; 2> 0.
icN

ii) Soit J C I.

Si la famille (w;)icr est sommable alors la sous-famille (u;)ics Uest aussi el on @ :

Zu; S_ Z U;

icJ icl .

Théoréme 2.1 "de comparaison”
Soit (w)ier et (vi)icr deua famalles de réels positifs telles que
0 < u; < v; pour touti € I,

\ »
alors ,

Si la famille (v;)icr est sommable alors la famille (u; lest @ dans ce cas on a :

— N\ € _f_*-_‘\:
2.2 Regroupement de la Sommation

Proposition 2.2 Soit (u;)ier une famijesn

et I, sont disjoints.; Alors (w;)ier est_so@

sommables.

De plus on a : Zui =
il

réels positifs On suppose I = I U I avec 5L
Blg Vi et seulement si (ui)ier, et (wi)ier, sont

U'Hé"fﬁ-mil'le (un)gez de @" N est sommable si, et seulement si, les familles (un)nen

ct (un),.eN’_', le son Delus, op a : Zuﬂ = Zu“ + Z Un

neZ neN neN*
N I Ay S
nz,o
m\.
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Théoréme 2.2 "Sommation par paquets”
Soit (u;)ic; une famille de réels positifs et (Ip)nen une partion de I

(c. a. d.Vn#m, I,NI, =0 et U I, = 1. Alors on a l'équivalences suivantes :
ncN

(i) la famille (;)ics est sommable
(i) Vn € N, la famille (u;)icy, est sommable et la série Z th converye.

n>0icl,
De plus, si tel est le cas @
100
Su-3 Y

icl n=01icl,

Exercice 3 /

Soitvee iR tel que '~ _ wcfodl
22" < O a2 (2k 1)
1) Montrer que la série Z - est convergentft que % = Z E-x’" (2k+1)
n>0 n=0 k=0
2) a) Justifier que la famille (3?),5; est sommable.
b) En admettant que la famille A, = {2" ;
+00 on

; % x

N*, montrer que zz: T2 —1-x
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Corollaire 2. 1 Sozt ¢ : N — I une bijection.

la famille (u;)icr est sommable, si et seulement si la série Zu(p(n) converge.
neN

En effet
La famille (I, = ¢(n)),n € N) forme une partition de N.

U, 2y
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Exemple

K
Soit ¢ une bucctlon de N, montrcr quc la scnc converge. .. A

ntp( )
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2.3 Famille & termes roels ou (omploxe @
Dans toute cette partie I est un ensemble au plus dénombrable.

Définition 2.2 Soit (ui)icr une famille de nombres réels ou cr@lp SRRS
On dit que la famille (u;)ic; est sommable si la famille agie

sommable ¢ a d. s’il existe un réel M tel que pougioute g

Exemple
Soit # € R, la famille (1e
C-o \ ene P74 Shad Oun
L™
15 ok E_‘LT(TNL

Pum(‘(LLg‘QEA )"’\‘U‘

:;:[_ j’tlm"‘“z; L/L, 2 -éc( wau /(P\

converpkente.

ThéoremeN2¢3 "de comparaison”
Soil (u;)ier ‘unc famalle de nombres réels ou complezes ct (v;)ier famalle de réels positifs

telles que
0 < |ui| < v; pour tout i € I,

alors
Si la famille (v;)ic; est sommable alors la famille (u;)ic; Uest
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Définition-Proposition 2.1 "Somme d’une famille sommable”
1) Soit (u;)icr une famille de nombre réels. Pour tout i € I, on pose

uf = maz(u;,0) et uj =maz(—u;,0)

La famille (u;)ic; est sommable si et seulement si les familles de réels positifs (u} )icr et
(u; )icr sont sommables. Dans ce cas

E u.~=§ uf“-z u;.
icl icl icl

2) Soil (wi)icr une famille de nombre complezes. Alors la famille (u; )Ry est mable si
et seulement si les familles de réels (Re(w;))icr et (Im(w;))ier sommgbles. Dans ce

cas, on a :
Z Uy = ZRe(u,-) +

icl i€l

Conséquence
Soit (2;)ics une famille de nombre comp
la famille (u;);er est sommable si et seulement

cas,on a :
Su-SF
! \
L
t la S&p/Mmation

un®fdmille de réels qu {“01& suppose I = I, U I avec I,
est sommable y-a LS U7 (Wiier, el (wi)icr, sont

2.4 Regroupem

De plus a: u; + Zu,-
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2.5 Somme double

Théoreme 2.5 Soil (tnp)mp)ere une famille de réels posilifs. Alors
la famille (tnp)npyere est sommable sicl seulement_si pour tout n € N (fize) la série

00
E unp converge et la série E E fitnp converge.

p20 n>0 p=0
Dans ce cas, on a :

+o0 -}oo +o00 -too
n=0 p— p=0 n=0

Exemple ’S—Mhr“’" 3 oo T 31
s al PGWAé)n((_ tﬂb \(n+p~+))
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n=>
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Théoréme 2.6 Soil (Unp)(npenz une famil e Pl oif de complezes.
Si la famille (Unp)(npyene est sommable, alors
— b %8

.l»m

la série Z Z |ttnp| converge.

n>0 p=0

f;m f(LA bf(‘-' )/)mmabzk.
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