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Famille sommable

Ensembles dénombrables.

% Définition
* Un ensemble E est dit dénombrable s'il est en bijection
avec N. |

tive, on dit que la suite (z,)nen définie par z, = p(n
cst une énumération des éléments de E ot on peul déerire

m"*Ha- n e Zv. '

* Un ensemble est fini ou dénombrable (a lus
dénombrable ) s'il est en bijection avec une partie d¢ N.

#\Hunoﬁnmm&m
Si ACFE
1) et alots /A d&st finie ou bien
A est dénombrable
dénombrable.
2) La réunion d'un nomfre fini 1sembles dénombrable est
dénombrable. .
3) La réunion dénombrable)d’ ensembles dénombrable est
dénombrable.
4) Le produit cartésien de deux ensembles mosoEv;.c_nm est
dénombrable.

¥

5) Si Nw‘_. m.é. oy B 9 s ensembles dénombrables, alors le

2Y Si E est un ensemble dénombrable et si F est un
ensemble en bijection avec E, alors F est dénombrable.

Dans la suite / désigne un ensemble au plus dénombrable ( 7 fini
ou dénombrable ) (I = N,Z,N?,...).

Famille Sommable A termes réels positifs

%\Ummaﬂou.
On dit qu'une famille (u;)ier de réels positifs est sommable
&'il existe un réel M tel que pour toute partie F' finic C d,

Mﬁmm:

ieF

Si tel est le cas, on pose M u; = sup M u;
i€l Ffini CI icF

Si non, on pose M u; = +00.

el
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.ﬂ\a:&cﬁm:_c
Soit (u)ier et (vi)ier deux familles de réels positifs telles que
0 < u; < v pour tout i € I,

alors

Si la famille (v;);¢r est sommable alors la famille (u;)ier V'est
aussi et dans ce cas on a :

dwsd

ier iel

- . ~% $50) 0y

“%\Hunoﬁn.mmﬁob et v ‘

Soit (u;)ies une famille de nm‘o_meom.m‘z,»w‘O@ m&%om.o I=5LUL
avec 1) et \.u sont disjoints. Alors (u;);e; est sommable si et
seulement si (u;)ier, et (u;)icr, sont sommables,

(=78 nm~— nMNn . . .. » ~

———. R

D 1 . = . 3 g o
. N e plus on a ME MF.TM.:.;. A

— —— —

4 Sommation par paquets

Soit (ui)ier une famille de réels positifs et (I .
partion de 7 et (In)nen une
AO. a. ﬂm. (\N * m, \1— N N:- = s et C Nﬂu - N. >~°-m A

séemival ¢ ! neN
I’'équivalences suivantes :

(i) la famille (u;):er est sommable
(i) Vn € N, la famille (%)ies, est sommable et la série

M M u; converge.

n>0icl,.
De plus, si tel est le cas

00

Su=3>u

= n=0i€l,

4\003:&3

Soit ¢ : N —» [ une bijection.
la famille (u;)ier est gommable,

M Ug(n) CONVETEC.

neN

si et seulement si la série

#\»P Retenir

1) une famille de réels positifs (un)nen est sommable <= la

série M u, converge. Dans ce cas, on a :
n2u

+00
D tn=) un

neN n=0

2) Une famille (%,)qez de réels positifs est sommable si, et
seulement si, les séries M:: et la série M u_n sont conver-

n>0 n>1
+-o00 +oc
gentes. De plus, on a : M Uy = M Un + M | 7
nez n=0 n=1

.

Famille Sommable i termes réels ou complexes

W\Ummsmnwgu

Soit (ui)ie; une famille de nombres réels ou complexes.

On dit que F famille (v;)i;c; est sommable si la famille

a termes positifs (|u;|)ier est sommable ¢ & d. sl existe

un réel M tel que pour toute partie F finie C I, M \wi\ € M
ieF
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.4\ Sommation par paquets

Soit (u;)ier une famille de réels ou complexes.
1) On suppose I = I} U I avec ) et I, sont disjoints.
Si (ui)ier est sommable, alors (u;)ier, et (w;)ier, sont som-
mables.
De pluson a: M:.. = MS +M:..
el ieh i€h
2) Soit (In)nen une partion de I
(c.ca.d.Vn#m, InNIn=0c¢t CN:“N. Alors on a :
neN
Si la famille (u;);er est sommable , alors Vn € N, la famille

(u;)ier, est sommable et la série MuMU.:.. est absolument

n20i€l,
convergente.

Dans ce cas on a :

el n=0iel,

P

neN

.%\u? Retenir
1) Une famille de nombred réels
sommable si, et se
mable <= la série

complexes (Un)nen est
(Itnl)nen est som-
solument convergente.

2) Une famille (un)nez
sommable <> les séries
n>0 n>1

+o00 +o0
convergentes. Dans ce cas on a : M U, = M u, + M U_p.
¥ nezZ n=0 n=1

.ﬂ\ﬁms.mvlnm

Soient (u;)icr et (v;)icr deux familles d'éléments de T = R
ouC

Si (ui)ier et (vj)ies sont som s alors VA € TK (Au; +

Su=S3u N

une famille de réels positifs. Alors
pmen? est sommable si et seulement si pour

N (fixe) la série MU:..... converge et la série

p20
+
M Unp CONVErge.
n=>0 p=0
Dans ce cas, on a :
+00 +00 400 4oc
M M Upp = M M Unp -
n=0 p=0 p=0 n=0

nombres réels ou complexes est
, et M u_, sont absoluments

]

ﬁ\.H,rmOH,wam

.amm.me (un,p) (n,p)enz une famille de réels ou .&n complexes.
:Si la famille (U p)(npenz €St sommable, alors

& +00 +oo +oc +oc
M .M .\::.u," M ‘M Unp -
‘n=0 p=0 p=0 n=0
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