== T \SFea —égg
a2

=able des matieres

Probabilités
| Espace probabilisé 2
1 TAbU . i ivrvvvonoananeseeottelitlon SIANAY: 0 5 5 0 5 8% T aiisi B s Aaute dolis ¥ 58 SRS 8 ser bmcs 2
2 PRGBS : ;.o e iic 555 bt Fd. 8 Sk LN 5 LS Sk S e 1 e Bk et iR A ik O 3
3 Casiéssimple : unversTIng: 2 o . s i 5 v i m a0 8 wmm s 680w 8 N e B 86 i 4
4 Cassimple:universdénombrable . . ... cccvevi ittt R, 4
5 Cas moins simple : univers non dénombrable . .......c i imin e, s & iilivlndze (19
6 Continuités croissante et décroissante . . .« v v v i i e e e e 6
7 Inégalité. deBoole aty.iraerd 5 kadium o o nle b b i 4 Idnidme ndde nolrtss ing Silldni?. 7
8 Négligeabiltr. i oo i du'iniiaimes inReni g samps suwnss s vsweninis 7
a Evénements négligeables. ... .. .. La. eldpiligodons o3 Gz Slaanns ke DNofl&launa.a ) &
b Evénements, propriétés presquesires . . .o v o v e et veneveesotscostossaenan. %
Il Conditionnement et Indépendance _ 8
1+ CONTIONNEICHL s <o st v in e wmsi 5015 ook fon 50vis 560 1 67 T (3 80008 8 (9 o Tiin 5. & defarias s sdeiaieris oo im ey
2 Probabilités composées . ........i s bhimoilneadlln) (3 s et 1 @raeis 5 (§1% .. 128
3 - Probobilités 1otales & s » & s i 5 % 55y s s s w0 @ mon 45 ot Sy B L0 Udh St A2 e st s a?
4 FormuledeBayes. .........ciiiiemennnnn. - S Se e s 5 e e W b b s |
Il Evénements indépendants ' . 5 g AT
1 Coupled'événementsindépendants .. ....... ... ittt 13
.o - ‘Famile d’événements INd8pendants .....iiiss s e smmae bdwmos 8 EE 065 EE TS AN 14
| Espace probabilisé oql lnsmensy
1 Tribu

Comme VU en premiére année dans le cades des probabllnes finies, on appelle unlvers note en generol Q, l'en-
semble des Issues ou résultats ou réalisations d'une expérience aléatoire.

1?2

Commengons par rappeler quelques sntuoilons modéles dans le cadre des univers finis: hrcge de p boules dons \
une urne en contenant n, numérotées de 1 & n.

| Exemples
E1- Tlragessuccessifs, avec remise : Dans ce cas, I'ordre est |mpon‘onr etilpeut y avoirrépétition. On peut choisir
comme modéle de résultat un p-uplet (ou p-liste] d'éléments de [1,n].
On pose Q=[1,n]”, et alors Q= nP.
Il s'agit aussi du nombre d'applications d'un ensemble & p €léments vers un ensemble a n éléments (&
chaque tirage, on associe sa boule).

2 - Tirages successlfs, sans remise : Dans ce cas, I'ordre est important, et il ne peut pas y avoir répétition. On
peut choisir comme modéle de résuitat un p- -uplet d'éléments deux a deux distincts (ou p-crrcngemenls) de

(1

1,
1, n]. &
On pose 2=/ ([1.n]). et alors |Q|=Ap=n(n—l).--(n—p+l)=——(" Tk ¥ '

Il s' ogit aussi du nombre d'injections d'un ensemble & p éléments vers un ensemble & n éléments (& chaque
‘ tirage, on associe sa boule).
£3 - Tirage simultané : Dans ce cas, I'ordre n'est pasimportant, et il ne peut pas y avoir répétition. On peut choisir
comme modéle de résultat une parlie a p elemenfs de [1,n] (ou p-combinaison).
nn=1)(n—=p+1) _ n!
p! T plin=p)”

On pose Q=2 ([1,n]). et alors |Q] = ( )=

Roppelons également qu'une méme expérience peut donner lieu & différents univers possnble selon ce que |'on
souhaite observer (par exemple : carte d'une main vs couleur seulement de la carte, ou bien résultat d'un dé vs parité
de ce résultat, etc.)

C'est encore plus vrai pour des univers infinis : le cadre formel que |'on va se donner prévoit que certaines parties
de I'univers 0 seulement soient « observables» (les événements), afin de définir une probabilité dans ce cadre plus
général.

Probabilités - page 2

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

" Remarque " ; : N

Conlormément aux habiludes probabilistes, on nole, pour Ac 11, A =1\ A le complémentaire dans (2 de A. Cela
© n'a absolument rien & voir avec I'adhérence lopologique, donc.

[ Définltion : Tribu
‘ Soit 1 un ensemble. On appelle tribu sur Q toute partie « de #(Q) telle que
i) e

i (i) Stabllité par passage au complémentalre : A€ .of = A€ of

|

|

+00
(i) Stabilité par réunlon dénombrable : Si (4,), est une suite d'éléments de A, |J A, € o/

n=0

[ Le couple (0, ) est appelé espace probabllisable, et les éléments de < ses événements.

' Exemples
E1 - 2(0) est une tribu sur Q (dite discréte)
§1 £2- (2,0} est une fribu sur Q (dite grossiére)

ll E3 - Si A est une partie non vide de Q, distincte de ©, la plus petite tribu sur Q contenant A est {e.A,Z.n}.

Le vocabulaire vu en premiére année reste valable :
« Si Aeof, A estlI'événement contralre (qui est bien un événement).
« L'événement o est appelé événement Impossible.
« Ondit que deux événements A et B sont Incompatibles lorsque AnB=o.

Ne pas confondre issue/résultat/réalisation et événement!
D'aprés le progrcmme officiel, la nolion de tribu n'appelle aucun développement théorique et la consfruction

d'espaces probabilisés n'est pas un objectif du programme : ils servenl de cadre théorique mais, dans la pratique, on
n'attend pas nécessairement de les préciser.

B o 4

Une tribu est stable par réunion finie, par zntersechon denombrable, par mtersecnon fm:e
Ainsi dit, si o est une tribu sur w,

(i) Qe

+00
(ii) Si (Ap)nen €5t UNE suite d'élémentsde «, () Ap €57
n=0

(i) (Aess etBeo)= (AUBE)
(iv) (ANeof et BeEad)= (ANBed)

N -
(v) Si(Anocngn est une famille finie d’éléments de o, | J Ap € of
n=0

‘ N
(vi] Si (Ando<ngn €st une famille finie d'éléments de <, () A, €t
=0
L n

2 Probabilite

{ ®  Définition : Probabilité T

Soit (2,«/) un espace probabilisable. Une probabllité sur (2,«/) est une application P définie sur «f
telle que

(i) VAess P(AE01)
(i) P =1
(i) o-additivité : Si (Ap)nen est une suite d'événements deux a deux disjoints (incompatibles), 2.P(A)
+00 +00
converge et P| L] Au|= ¥ P(a,).

n=0 n=0
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e (SIS P
T e .

On dit alors que le triplet (Q, /1) est un espace probabllisé.

Soit (€2,4#,1”) un espace probabilisé, A et B des événements.
(i) P(@)=0.
(i) Si A et Bsontdeux événementsincompatibles, P(Au B) = P(A) + P (B).
N N
Plus généralement, E'(U An|= Y P(An).

|

0 ) ,
n= n=0 |

|

|

|

i

—————

(iii) Si Ac B, P(B\A)=P(B)-P(A). Si A et Bsont quelconques, P(B\ A) = P(B)-P(AnB).
(iv] P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)
\\ (v) Croissance :si Ac B, P(A) < P(B).

Démonstation

Prendre des A, vides. 4 ]

* Remarque
Pour trois événements,

H P(AUBUC)=P(A) + P(BAP(C)-P(ANB) =-P(ANC)-P(BNC) + P(ANBNC).

. Et plus généralement, Formule de Ppifcaré (HP) : pour toute famille L., A,) e 2 ()",

| P(Ayu---u Ay, ‘P(Al)_ Z P(A,n,l,)+ --+(-l)""P(A|n---nA,.)

i=1 1<i<j<n

n
=Y [-pk?
k=1

P(AinA;jnAL)

Ci<j<k<n

P(Aj n--nAy)

1<i g ociy<n

2 P(ﬂf‘l

te@([Ln])  \icl

(_nm—lp(n Al)~
1e([1,n]) tel

' qui peut se montrer par récurrence, par exemple.

B Propriete B R

Si (A)ier est une famille finie ou dénombrable d’événements deux @ deux incompatibles, alors

(P(A))c; €st sommable et P(U A= X P(A).
iel i€l

Démonstration
C'est immédiat si I est fini, et sinon, via une énumeération de I, on se raméne @ une somme sur N et a la o-
additivité. 0

3 Cas tres simple : univers fini
Si 1 est fini, on prend généralement of = (), et la propriété de o-additivité est équivalente & la propriété

Si A el B sont deux événements disjoinis, alors P(Au B) = P(A) + P(B).

( Si Q= [w),....wn), P est entierement définie par la donnée des P((wi}) = po, (1< i< m), qui forment |
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une famille de réels positifs dont la somme vaut 1. EL, pour toute partie Ade Q,

PA) =Y Plo) =) po

we A weA

1

Les probobmres des evonemenls elemenfc:res deferm:nenf donc P. ] _j

Démonstration

Comme en MPSI. o]

4 Cas simple : univers dénombrable
Ici, on garde la propriété de o-additivité, que I'on ne peut plus remplacer par la simple additivité
Iciencore, iln'y a pas d'obstacle & prendre la tribu « discréte », c'est-a-dire 2(Q). On obtient :

I Propriété IKERIAE ' e :

Soit Q un ensemble dénombrable. Pour toute famille (p.)wen de réels positifs sommable et de somme
1, il existe une unique probabilité sur 2(Q) telle que anls

YweQ P({w)) = pw

Cette probabilité vérifie
VAEQD(Q) ]P(A):pr cunm 15
. WEA . ‘ J

| DU

Démonstration ",

Analyse-synthése. C'est une conséquence de ce qui a été vu dans Ie chcpme sur lc sommcbllnté (sommonon
par paquets). . ‘ 0
Donc, encore une fois, P est définie de maniére unique por les probabilités des snngletons Pour un univers fini ou
dénombrable, les tribus d'événements n'ont donc pas grand intérét. .

5 Cas moins simple : univers non dénombrdble_,
Dans le cas oU I'unjvers est infini indenombroble c'est plus compliqué : on
ou face infini non gé
valeur possible

C'est donc moins simple,
programme.

6 Continuités croissante et décroissante

B FPropriéte : Continulté croissante il 2L n b1l ol ol

Soit (An)nen UNe suite croissante (pour l'inclusion) d'événements :

en peut pas se contenter des événements élémentaires, mais,complétement hors-

VnelN, AycAun

Alors

P(Ay — P UOA )
n=

A A

S b mantn g o e m— - s

Remarque

+00 ! ' | '
Continuité car |J An est en quelque sorte la «limite » de la suite croissante (An)peN-
n=0

k
Remarquons aussi que Ag = |J Ay
n=0

Prahnhilités = nnne 8
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pémonstralion

(P(A) epy €5t Une suite crolssante majorée donc convergente vers 7 € (0,1].

400 +00
Or, onremarque, par croissance, que |J Ax = || (4n\Au-1) en nolant A =@, donc por a-addilivilé,
n=0 n=0

+00 | 400 ;
IP[ U An)-" Y (P(AR) ~P(Ap-1)) = £-0

n=-| n=0

par croissance puis télescopage. o

pumm—  Corollalre =0

Soil (Ay)nen UNe suite quelconque d'événements, alors

o P —r, Y

k—+oa n=0

-

) Proprlete : Conlinuite decroissante

Soit (An)new Une suite décroissante (pour I'inclusion) d'événements :

VYnelN, Aps1c Ay

Alors
+00
P(Ay) ——P() A,,)

k—+oco n=0

Démonstration

Il suffit de passer au complémentaire. O

I Corollaire nicine

Soit (A)nen UNe suite quelconque d'événements, alors

k +00
i nAn) PN A,,)
n=0 k-,*'mj' p 'l=0_ § 2ente pe ’ fnam

7 Inégalité de Boole

Propriétée .

l Soit (An)nen une suite quelconque d'événements. Alors

+o0 +00
P(U A,.J < Y P(Ap) {
| n=0 n=0 ' J

7 Remarque
A | o oxie
i. OU, sila série & termes positifs ¥ P(An) diverge. on fira la formule P | 4n| < +co. ce qui ne dit rien.
{ n=0
Si la série converge et a une somme > 1, le résultat ne dit rien non plus.

Démonstration
Par récumence sur n, on monire faciement [comme en premiére année] que pour tout k e NN,
k L
PlU An) > Y P(A,) et on conclut en faisant k — +oo et en utilisant le corollaire de la continuité croissante. 0
n=0 F

n=0

Probabilités - page 4
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8 Négligeabilité
0 fvenemenis negllgeables

P =" Définition

| On dit qu'un événement A est negllgeuble |o:sque [’(A) =

| Remarque
L'événement impossible esl négligeable.
Un événement négligeable n'est pas en général impossible,

Propriété bl e e il

L Une réunion finie ou denombroble d evenemenfs neghgeables est neghgeoble |

Démonstration

Conséquence de I'inégalité de Boole.

B Propriéte
(' Si A et B sont deux événements tel que A< B, si B est négligeable, Al'est. J

Démonstration -1

C'estla croissance.

7 Exemple
i
| Dans le jeu de Pile ou Face infini, I'événement «la piece donne Pile un nombre fini de fois » est négligeable.

tf

Q Evénements, propriétés presque sire s
" Définition

Un événement A est presque sur, ou presque cerlain, lorsque I’(A) = 1, ce qun équivaut a dlre que A

est négligeable,
Une propriété est dite presque sire lorsque I'ensemble des éléments de Q qui ont cette propriété

est un événement presque sur.

Il Conditionnement et indépendance

1 Conditionnement
iy " Définition T 2

. y )
Soit (Q.«#,I?) un espace probabilisé, B un événement tel que P(B) > 0. Pour tout événement A€ =/, on
définit o probabilité conditionnelle de A sachant B par

P(ANB) el

P =P(A|B) =
B(A) =1P(A|B) BB

(Se lit en général « P de Asachant B)) | ; I3

| T ——

Probabilités - page 7
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Remarque

AH n'y a toujours pas d'uévénement conditionnel Al (élément de «) : ce n'est qu'une notation signifiant
. qu'on se place en observaleur de I'événement A sachanl que I'événement It esl déja réalisé,
I Mais la notalion I'y peul aussi ére trompeuse, car c'est la méme que celle de la loi d'une variable aléatoire.

[ Py:Acod 1 (A|m csf une probabm!e sur (u. &),

Démonstralion
Seule la a-additivité demande un peu de travall, mals rien de blen sorcler : st les A, sont deux & deux disjoints,
+o0 +oo
les Ayn b losontet ||| A,.)n B= || (AynD) permet de |'obtenir sans encombre. 0
n=0 n=Q

2 Probabilités composées

PR Théoreme : Formule des probabilifés composées R —

!
Soit n>2, Ay,..., A, des événements de I'espace probabilisé fini (2,1) tels que P(A;n---n Ay-1) > 0. |
i

PANnnA)=P(A)xP(A; | A xP(A3 | AynAz) x - x P(A,. AN N Apay)

18 ey 5 e —»—/

7 Remarque
f A nouveau, cela correspond & notre Intuition : on réalise A;, puis A, sachant que A, I'est, puis A3 sachant
' que Ay et A; le sont, etc. On se sert donc en général de cette formule lorsque I'on a des événements successifs,

chronologiques.

Démonstration
Remarquons que comme pour tout k< u, Ajn«-n Ay € Ay NN A, pour tout k, P(A1n--nAg) >0 ef donc tous
les termes ont un sens.

n=lP(A; NN Apy) P(A; N0 Ay)
P(Al)x I-I p(A(+l 'Aln nlh) P(/‘l)x I-I —ID-mA_']—_P[Al)x__—_@TA_“_

car le produit est lclcscopique.

| F gLy

Au lycée Carnol, Il y a beaucoup de serrures différentes, on vous a'prété un frousseau de n clefs pour ouvrlr

1t s i

ﬂ' Exerclce : Le probléme des clés
|

' une porle, et vous avez oublié de demander laquelle étalt la bonne. B " ‘

l. De plus, elles se ressemblent suffisamment pour qu'il soit impossible de devlner avue Iaquelle esl Ia plus plau.
| sible. ups'h

! Vous les essayez donc ['une aprés ['autre. ! ; ' fredy | T 10!

| Quelle est la probabillilé pour que ce solt la k= clé Iesfee qul vous ouvre la porfe (1 < k < n)? We

' Soit A; I'événement «la clé n°j est la bonne ». tze loming’ 2111 !

{ L'événemen! auquel on s'intéresse est alors Al nAzn. --nAk_l nNAgiz 23 1

; D'aprés la formule des probabilités composées, sa probabililé est (en modehsont chcque situohon pqr une

|

probabilité uniforme)

| P () ()P -7 (1) (1 ) =

{ Logique ou non?

“ Exercice
\ Dans une urne se frouvent n -1 boules blanches, 1 boule rouge. On lire, sans remise, boule aprés boule. Quelle
. est la probabllité pour que la boule rouge sorte de I'urne au k= tirage ?

3 Probabilités totales

Probabilités - page §
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e & gnition ; Systéme complet d'événements

(

|

! Soit (0, P) un espace probabilisé, 1 un ensemble fini ou dénombrable. On dit que la famille (A1
d'événements est un systeme complet d'événements lorsque

(i f]) = (/\(ﬂl‘/: O] et l__!/h = (]
i€

i Remarques
R1 - Sionimpose de plus les A; non vides, ce qui se fail parlois, (Aj)ic; €s! une partilion de Q.

p2 - En parliculier, la famille (P(A;);c; €sl sommable et ¥ (4;) = P(f)) = 1, mais ce n'est pas suffisant pour avoir
el

un scel

N Propriété : Formule des probabliifés fotales | L

Si (Aj)e; OU 1 est fini ou dénombrable est un systéme complet d'événements, alors pour tout événe-

ment B,
PB) =Y P(BnA)

i€l

Si, de plus, pour tout i, P(A) >0, P(B)=Y P(B | APP(A) =) P(A;)P4,(B).

i€l i€l
Si certains événements sont négligeables, alors les Bn A; le seront aussi et il suffit de remplacer la
somme pour i€l parla somme pourie]J={iel, I’(A;)>0)}. j J
Démonstralion
Le fait d'avair un sce permet d'écrire B=|_| (Bn A)). e noddia
il
" Remarque
I La formule des probabilités totales est utile lorsque I'on fait une expérience aléatoire en plusieurs étapes. Elle
i\ permet de raisonner par disjonction de caos, suivant le résultat de la premiére étape.
:', Ane pas confondre P(BnA;) et P(B | Ay)!
§

Dans une zone désertique, un animal eme entre frols polnfs d'eau A, Bet c vod ooy
A l'instant r =0, IlseirouveaupolntA anned pl it IS eIeIas 3 el nvis FUy e ahag ey
s Quand Il a épuisé I'eau du point ol Il se trouve, Il part avec equlprobublnte re]olndre l'un des deux autfres points
] d'eau. 3
| L'eau du polnt qu'll vient de qultter se régénére alors. Solt neN. o

";Exerclce CCINP 101 gils eet arndidoy solovexi

On note A, I'événement ul'animal esten A apres son niéme hajehr
| On note B, I'événement «I'animal est en B aprées son nléme trajetn,
On note C, I'événement «'animal est en C aprés son n'€Me trajetn. - ien

On pose P(Ay) = an, P(By)= b, et P(Cp) =cp.
E 1. (a) Exprimer, en le Justifiant, a,,;; enfonclion de a,, b, et ¢,.
i (b) Exprimer, de méme, b, et c,41 enfonction de ay, b, et cp.

1 0 2 12
' 2. Onconsidere lamatice A=| 112 o 112

‘ 2 12 0 \

(a) Justifier; sans calcul, que la matrice A est dlogonullsoble

(c) Déterminer une matrice P Inversible et une matrice D diagonale de A(3(R) telles que D = p-lAP.

T [
‘_ ‘ (b) Prouver que 2 est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre assocle
£

i Remarque : le calcul de p~! n'est pas demandé.

Probahilités - naae 9
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3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent éire ulilisés pour calculer a,, b, et ¢, en fonction de
n.

Remarque : aucune expression finallsée de a,, b, et ¢, n'est demandée.

1. (@) (An, Bn,Cy) est un systéme complet d'événements donc d'apreés la formule des probabilités totales :
P(Ap+1) = P(Aps |[An) P(Ap) + P(Ap41|Bu) P(By) + P(Ap411Cn) P(Cp).

donc ap4) = Oap + zbn + qtn c'est-a-dire ap+) = 2 by + ZC"

(b) De méme, b,y = za,, + zt’n et cpe1 = 2{1" + Ebn.

2. (a) Aestsymétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable.
1 111} Y
(b) A+ ;213 - (} 1 }] doncrg (A+ 513) =1,
Donc -3 est valeur propre de A et dimE_) (4)=2.
L'expression de A+ %13 donne immédictemem que E_ 1 (A) =Vect[[ _(l)l] [_‘1’1)]

(c) Puisque tr(A) =0, on en déduit due 1 est une valeur propre de A de multiplicité 1.
A étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont supplémentaires sur R3 et orthogonaux deux ¢
deux.

On en déduit que R3=E_ ! (A)eaL‘l(A) donc que E;(A) = [E 1 (A)]
Donc E; (A) = Vect [(1]]

0 0
En posant P= [1 0 1 ] etD= [0 -}112 {)/2), onaalors D= P~ AP.

3. D'apreés la question 1., (b:::]:A[bZ)

Cn+l Cn

Et donc on prouve parrécurrence que : YneN, (b,,) An [bn]
Or A=PDP~! donc A" = PD"P-!,

Donc (b,.] pp" p-l [bo)
Cn Co
Or, d'aprés I'énoncé, ag=1, by =0 et ¢cg=0donc :

1 0

% o(-4)" ; =11
(’J,':]”’(O 3 (_ﬂ;]n)P (3)

Exercice : CCINP 107

On dispose de deux urnes U, et U,.
L'ume U, contient deux boules blanches et frois boules noires.
L'ure U, contient quatre boules blanches et trols boules nolres.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :
« On cholslt une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisle.
« On note sa couleur et on la remet dans I'urne d'ou elle provient.
. Sila boule tirée étalt blanche, le tirage suivant se fait dans l'urne U;.
« Sinon le tirage suivant se falt dans l'urne U». |
Pour tout neN*, on note B, I'événement « la boule tirée au »!®™Me tirage est blanche » et on pose p,, = P(B),).
1. Calculer p;.
2. Prouverque :VneN*, p,y = --E-p,,

35 7
2 Fn dédulre. nour taut enlier naturel n non nul. la valevr de py.
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4 Formule de Bayes

Si A, B sont des événements non négligeables, alors
P(B | A) P(A)

PA|B) = ——s

Si, de plus, A n'est pas négligeable,
P(B | A) IP(A)

P(B | A) P(A)+ P (B | 7) IP(H)'

Plus généralement, si (Apier (I fini ou dénombrable) est un systeme complet d’ evenemenfs nor

PA| B)=

négligeables, on a
P(B | Aj) P(A))

Viel P(A; | B) = y
' Y P(B| ANP(AR)
kel

Démonstration lah s b o :
P(A|'B) P(B)=P(AnB)=P(B | A) P(A). TR S e S g s o

Remarque
Formule permettant de remonter le temps, oppelée cu'ssi formule de probabilité des causes.
2 . 4 S Y 1 myé C ! ] - Al g

Exemples

! E1- Une certaine maladie affecte une personne sur dix mille.
Ondispose d'un test sanguin qui détecte cette muladle avec une fiablilité de 99 % Iorsqu elle est effectivement

‘ présente. ;
f' Cependant, on obtient un résultat faussement positif pour 0,1 % des’ personnes saines testées.

Quelle est la probablilité qu'une personne soit réellement malade sachant qu’elle a été testée positive ?

Commenter.
Sur Q I'ensemble des personnes testées, avec la probabilité uniforme. Soit M I'événement «la personne est

malade» et T I'événement «le test est positif ».

Probabilités - page 11
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| & e

D'aprés les informalions dont on dispose, P(T | M)=0,99 et P(T | M)=10"3, P(M)=10"*, Donc

(T | M)P(M) 0,99-10"%

PM|T)= — = - ——
P(T | MP(M) +P(T | F)P(#7)  0.99-10~1+ (1=107110"3

=9 %.

Celo est d0 ou foit que il est rare que le test soit posltif (le dénominateur vaut P(T)) mals frés trés rare que I'on
ait un malade (P(M) est trés petit devant P(T)). Proportionnellement, Il y a beaucoup plus de non malades
testés positifs.

Dans un célébre Jev américaln des années 70, un candidat devalf cholsir une porte parml frols sachant que
derrlére ces portes élalent dissimulées deux chévres et une Ferrarl. Une fols le cholx effectué, I'animateur qul
salt oU est la Ferrarl ouvre I'une des portes non cholsles par le candidat, derrlére laquelle lly a une chévre. Il
propose ensulte au candidat de changer de porte. A-t-ll Intérét a le falre 7 .

Soit F; I'événement « La Ferrari est derriére la porte numéro i».

Supposons par exemple, que le candidat ait choisi la porte 1.

On a D(F)) = P(F) = P(Fy) = §. (F1, F2, Fy) est un systéme complet d'événements.
Soil A l'événement «|'animateur ouvre la porte numéro 3.

On cherche P(F; | A) pour savoir sile candidat a intérét @ changer de porte. (Sil'animateur ouvre la porte 2,
le raisonnement est le méme).

D'aprés la formule de Bayes,

P(A | F)P(F)
P(A| FOP(F)+PA| R)P(R)+P(A | F3)P(F3)

PR A)=

Or
« (A F)= 2 car les deux portes restantes contiennent une chévre.
« P(A| F2) =1 cor sl la Ferrari est demiére la deuxieme porte, ' onlmofeur ne peut.ouvrir que.la 1rolsleme
porte.

e P(A|Fy)= 0 car I'animateur ne dévoile pas 1o Ferrcn

F'nclement on trouve P(F; | A) = 3 et le candidal a deux fois plus de chcnces de gcgner en chongecnt de
porte qu'en la gardont.

En y réfléchissant bien, si on décide de changer de porte, on a au départ 2 chances de gagner (les portes
ou ily a les chévres) et 1 de perdre, alors que si on décide de ne pas changer de portes, on a au départ 2
chances de perdre et 1 de gagner!

Exercice : CCINP 105

1.
2.

1.

2.

Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systeme complet d’événements.
On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c'est-a-dire fruqués). 1
Pour chaque dé pipé, la probabillité d'obtenir le chiffre 4 lors d'un lancer vaut 3t
(o) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabllité que ce dé soit pipé ?

(b) Solt neN*.
On fire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé » fols et on obtfient n fols le chlffre 6.
Quelle est la probabllité p, que ce dé solt pipé ?

(c) Déterminer Jim pa. Interpréter ce résultat.

(@) On tire cu hasard un dé parmiles 100 dés.
Notons T I'événement : «le dé choisi est pipéy.
Notons Al'événement « On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer P4(T).
Le sysiéme (T, 7) est un systeme complet d' evenemenis de probobnﬁtes non nulles.

On a d'ailleurs, P(T) = —5 =- et donc P(T) = 3
Alors, d'aprés la formule de ches, ona:
1 y |
P(T)Pr(A 155
PA(T) = T)Pt(A) b 4 2 '=:]_'
Pr(PM+PpAMT 1 1 1 3 2
2 4 6 4
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{b) Soil neN®.
: On choislt au hasord un dé parmi les 100 dés.
| vke[l,n], on note A I'événement « on oblient le chiffre 6 au k'¢™M€ lancer ».

On pose A= r] AR
k=1
On nous demande de calculer py = PA(T).
Le systéme (T, T) est unzssystéme complel d'événements de probabilités non nulles.
On ad'dllleurs, P(T) = o= = % et donc P(T) = 1.

Alors d'aprés la formule de Bayes, ona’: ' ' i
ol | 1 '

P(TIPT(A) et & 1oyt -4/ - 5 o ol
PT(A)P(THF—(A)P[T']

-"() 1. A

Pn =P =

Donc pp = o T —
O R
2 4 \6 4 3n-1

(C) V"eN.. Pn=

1
i Donc Iim | Pn= 1.
b=
Ce qui signifie que, lorsqu'on effeclue un nombre élevé de lancers, sl on n'obtient que des & sur ces

lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.

Il Evénements indépendants
1 Couple d'événements indépendants

Définition : Indépendance de deux événements

,.Deux événements A et B d'un espace probabilisé fini (12, ) sont dits Indépendants lorsque
P(An B) = P(A) x P(B). e

On note parfois A L B lorsque A et B sont indépendants.

\—————setsd)

911 (2'b tolamien antdlryz A wWog 23yLe ob sivrmiol ol

Propriete ‘ PO REE X o

Deux événements A et B d’'un espace probobmse fini (Q 1) tels que P(B)> 0 sont Independanfs siet
Lseu!emenfs:IP(Aw)_P(A) . ‘ R e B0t sl fen sisend un &b fi ¥l

( ol o n - <3N i

BL DL Svis QL o L

| Remarques j NI ) , o gl oty
" ¥ 4 rlo . A i 5. CIS
R1 - Celo traduit bien notre Infumon que B sont reohse ounon, la proboblhte de Ane chonge pos“ A

‘| R2- Biensdr, si P(4) >0, cela s'écrit aussi P(B | A)=P(B). " Y outswnaind 0 mil ol

R3 - ANe pas confondre l'indépendance de deux événements et le fait qu'ils soient incompatibles. Ces notions
s'excluent en général. En effet, si A et B sont incompatibles, AnB =2, donc P(AnB)=0.SiAet B sont de
probabilité non nulle, ils ne sont pas indépendants. (Ce qui se comprend car Ac B par exemple).

: R4 - Contrairement al'incompatibilité qui est une notion ensembliste, I'indépendance est une notion probabiliste :
] elle dépend de la probabilité dont esf muni €. j

R5 - |l n'est pas toujours focﬂe de predlre si deux événements son! mdependonls

Naturellement, si deux événements sont indépendants, leurs complémentaires le sont. Plus précisément :

I Fropriété’
|

Si deux _é_ve’nements Aet B d'un espace probabilisé fini (2, ) sont indépendants, alors
« A et Bsontindépendants,

)

Probabilités - page 13
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| - Aet Bsontindépendants,
l « Ael Bsontindépendants.

Démonstration

e P(ANE)=P(A)=P(ANB) = P(A) (1= P(R) = P(A)P(H).
« Idem,
« d'aprés les deux premiéres. (]

Il Remarque wihorinomed

!; Sl A, B sont Indépendant et A,C aussl, on ne peut rien dire en généralde Aet BnC et de A et HuC.

! Exerclce

On lance deux dés équllibrés et I'on consldére les événements A ttle premler dé améne un nombre palry, B
" ule second dé améne un nombre pairn et C «les deux dés aménent des nombres de méme parité »n.
Montrer que A, B.C sont deux a deux Indépendants mals que A n'est Indépendant nl de BnC, nlde BucC.
n=[1,6]% probcbihte uniforme.
| P(A) =1P(B)=P(C) = [’(AnB) P(BNC) =P(AnC) = WaT

|| P(Aant')=P(BnC)=%#P(A)P(Bn(f). |
P(BUC)=%+3-%=1% g iblaca s 30 ot
P(An(BUQ)=P(AnB)=P(BNC) = 1 # P(APBUC).

"

nog ron weliing nu

"2 'Famille d'événementsindépendants " 7T T

e e -

Définition =~ SEelEston sl elsis T

Soit (A))ie; avec I fini ou dénombrable une famille d'événements.” : : '
« Les A; sont dit deux a deux Indépendants lorsque pour tout'i # j, A; et A; sonflndependont c'est-
a-dire que P(A;jn4;) =P(ANP(A. ' | .

« Les A; sont dit indépendants, ou muluellement lndependcnfs, Iorsque pour 1oute porf]e ﬁnle J de
I,

P(ﬂ Al =TTPAD.

i€] i€

I Propriéte

Si les A; sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a deux mdependonfs Lo réciproque
es! fausse si n = 3. ,

i

— v——— T e e e o P

)

Démonstration
Prendre |I| =
Dans l'exemple précédent, A,B,C sont deux & deux indépendants mais ne sont pas mutuellement
Indépendants, . . _ , : RIS M e el 0 o
Remarques

R1 - C'est une propriélé lrés forte : elle demande de vérifier énormément conditions! En général, les espaces

probabilisés sont construits pour avoir des événements mutuellement indépendants et on n'a donc pas ale
vérifier & la main.

rR2 - L'indépendance mutuelle est stable par extraction de sous-familles.
R3 - Aftention c'est l'inverse des nombres premiers / polynomes entre eux :

mutuellement = deux a deux.

R4 - Siles événemenls A; sont deux & deux indépendants et si pour tout i on pose B; = A; ou A,, alors les B; sont
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