Probabilité

1 Généralités

£ Triby
Soit €2 un ensemble. On appelle une tribi sur 2 toute partie
T C P(Q) vérifiant :

)QeT

i)VAET, CAeT

+o0
iit) Pour toute suile (A,)nen d'éléments de T, ona C A,
n=0

#\Ummsmemosm Er
e On appelle éveéncment une partic A de Q tel que A € T
Soient A et B deux événements.

e ) est I'événement impossible.

e () est I'événement certain ou l'univers.

e Si A est un évenement, A =€ A est appelé
I'événement contraire de A.

e Les singletons {w} sont appelés ¢venements élementaires.
e On note A C B, Si I'événement A implique B.

e AN B est I'événement A et B se réalisent .

e AU B est I'évenement A se réalise ou B se réalise.

¢ Si AN B =0, on dit que A et B sont incompatibles.

% Définition

Soit 2 un ensemble et 7 une trebusur Q. On appelle
probabilté sur Q une application P : T — [0, 1] vérifiant :

i) P(Q) =1
ii) Pour toute suite (A,)ncn d’événements deux a deux inc

(

Dans la suite, on considere (2, 7, P) espace probabilisé

4 Propriétés
| .C uuav = ().

| 2) Si (Ax)ogkgn une fumille finie d'événements deux a deux
. | incompatibles, alors

P(L) A =32 P(AW.
k=0

k=0

3)V A€ T, P(CA)=1- P(A).
4) Si A C B, alors P(A) < P(B).
5)VAET,VBET,

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B).
D'ot P(AU B) < P(A) + P(B).

6) Soit (Ag, ..., An) des événements, alors

P(JA) <> P4 .

k=0 k=0

= e —————

+o0 +00 .
(AnA;=0i#j)ona: P(|JA] =D PlAn)
n=0 =0
Le triplet (2, T, P) est appelé espace probabilisé.

| 7) Pour une suite quelconque (An)nen d'événements on a :

P({J A < m.m P(A,) .

n=0 n=0
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W\Hrmoﬁmsm de continuité monotone

1) Pour toute suite croissante (A,)nex d'événements (A, C

Ans),onac:

muﬁfg AY =" lim; P(AJ):

n—-—0o0
n={0

2) Pour toute suite décroissante (A,)nen d'événements
(Ags1 C A,).0na:

2,.30?7 lim P(A,).

n—-+00
n=0

/l\ H\m .\J,v\...\.w..

WOon.o:mmnm

Soit (9,7,P) un espace probabilisé et (A,)ney une
suite quelconque d’'événements, alors on a :

n—+o0

+oc n
P(JA4n) = lim P(|J A
n=0 k=0

Em An) = lim_ P([") A).
;“O

n——20
k=0

Retenons

lim P(An) Si (An)nen est une suite décroissante
n—-+o0 g
+o00
P{(\4a) = = . g
n=0 lim wAD A;)  Si (An)nenest une suite quelconque
n—+00
k=0
#\Hﬁmsmgmaw négligeables, événements

presque surs ;

Soient (€2, 7, P) un espace probabilisé et A un événement de
.

1) On dit A est un événement négligeable si P(A4) = 0.

2) On dit A est un événement presque sur si P(A) = 1. par

Soient A et B deux un événements de Q.

3) a) Si A est un événement négligeable et B C A, alors B

est négligeable.

b ) A est un événement négligeable, alors AN B est négligeable

et on a P(AU B) = P(B).

4) a) Si A est un événement presque siir, alors I'événement

AU B est presque siir.

b) Si A est un événement presque siir, alors P(AN B) =

P(B)

Probabilité Conditionnelles.

Dans arcg‘E /mw ite, on considere (Q, T, P) un espace probabilisé.
L | p 4 y 4 Y

e 2
| T &

#\Ummunmoznwu roposition

4

n=0

- lim P(A,) Si(An)nen est croissante
p () = ] S PO S o

n=0

n-—>—0oC

lim NvAC\mmv mmﬁ;havamz
k=0

| est une suite quelconque

MﬁT»:V Siles A,,n € N sont 2a 2 incomp:

—

Soit B un événement de  tel que P(B) > 0.
La probabilité conditionelle de A sachant B, notée Pg(A) (ou
P(A|B)) est définie par :

P(AN B)
P(B) -~

Pg(A) =

P(AN B)

L’application Pg : A — Pp(A) = P(B)

bilité sur (2, 7).

est une proba-
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% Formule des probabilités composées
i) Soient A et B deux événements, alors

P(AN B) = Py(A) P(B)

ii) Soit Ay, ..., A, des événements de €, alors

NUA.ALD:._J\»:V = NA\»D&U}_A.buvmf—ﬁsuA\»uv.‘...&u\—_?:)}an_A\*:v,

%\ Systéme complet

Soit 7 un ensemble fini ou dénombrable.

On appelle systéme complet  d’événements toule [amille
(A;)ier d’événements

vérifiant :
i)V(G,j)e Paveci# j,ona: AinA; =0
i) J4i=Q

iel

Autrement dit, la famille (A;);es est une famille au plus
dénombrable d'événements deux & deux incompatibles et de
réunion Q.

«%\ Formule des probabilités totales

Si (An)nen est un systeme complet d’événements, alors pour

tout événement B de Q, la série M P(B N A,) converge et
n20

ona:

P(B) = Wim NA,) = W@imvw?v.

n=0 n=0

(

.,e\.uwo:::.n.uo
1) Si (An)nen est un systeme complet d'événements, alors la
série M P(A,) converge et on a:

n20
W,\ P(An) = 1.
n=0

En particuier si 2 = {w,, n € N} (ol les w,, sont deux a deux

distincts), alors
M\ TA:_:V ==l
ne=l)

\ﬂm\ Formule de Bayes
1) Si A et B sout deux ¢vénements de probabilités non nulles,
alors

P4(B)P(A)
P(B)

2) Si (An)n € N cst un systeme complet d'événements, alors
pour tout événement B de 9 de probabilté non nulle et tout

keN
P (B)P(As)

oC

> Pa,(B)P(4,)

n=0

Pp(A) =

Pp(Ax) =

PEUI s T S SSRES TSR T el i RIS e

‘ﬂ\usmwﬁmsamsno

e On dit que deux événements A et B de 'espace probabilisé
(R, T, P) sont ind¢pendants si

P(AN B) = P(A)P(B)

e On dit qu'une famille and. (Ax) k ey d'événements d'un es-
pace probabilisé (Q2, 77, P) sont mutucllement indépendants si

et P [YA:)=]1P(As)

(LS A
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