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* On fire au hasard un dé parmi les 100 dés.
Notons T I'événement : ule dé choisi est pipén.

Notons A I'événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer Py(7).

Le systéme (7.T) est un systéme complet d'événements de probabilités non nulles.

. 2 fen L
On a d'ailleurs, P(T) = 1_1)56 B % et donc P(T) = .:

Alors, d'aprés la formule de Bayes, ona:
P(T)Pr(A)

Pal) = Pr(A)P(T) + Pp(AP(T) ]
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4) A soitn e n.

On cholsit au hasard un dé parmi les 100 dés.

V k € [1,n]. on note A, I'événement « on oblient le chiffre 6 au k™ lancer ».
n

On pose B= (] Ak
k=1
On nous demande de calculer p, = rg(T).

Le systéme (T, T) est un systéme complet d'événements de probabilités non nulles.

p 25 5.s
On a d'ailleurs, P(T) = ﬁ = % etdonc P(T) = 'i!
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1. Notons U I'événement le premier tirage se fait dans I'ume U;.

Notons U, I'événement le premier tirage se fait dans I'urne Us.
(U1, U2) est un systéme complet dévénements.

Donc d'op'r’és Iclz formule des probabilités totales. py = P(B1) = Pu, (B)P(U1) + Puz(B1) P(Uz)-
17

4 1

s bl
Onadoncp, = 3
. Soitn € N°*.

(Bn, B,) est un systéme complet d'événements.

Donc, d'apréslaformule des probabilités totales, P(Ba+1) = Pa, (Bns1) P(Bn)+ P (Bni1) P(By).

2 4
Alors en tenant compte des conditions de firage, on @ pay1 = P + (1 = ).
6 4

Donc,Vn € N°. Pn+l = —7=Pnt+ 3.
35 7

Donc (pa)nen- €5t une suite arithmético-géométrique.
o : 6 4 2
On résout I'équation I = —,‘—51 +3 etontrouvel =

H-
On considére alors la suite (un)nen+ définie par:Vn € N*, u, = pn — L.

: 6 (3 e
(un)nexn- €5t géométrique de raison -35° donc,¥n € N*, u, = (_ﬁ) u;.

17 20 3
Orw=pn-I=5 -0~ T

o . . ' S A 3 6 s
Nn en déduit que, Yn € N*, py = u, +1, c'est-g-dire py = — 7= (_F + E
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On suppose que pour tout k € N, P(4;) # 1.

1. Lasuite (B,)n €tant croissante pourl'inclusion, par propriété de continvité croissante,

2. Soit P(4,) #4 0 et alors In(1-P(A,)) 4 0 et les deux séries divergent grossiérement, spit
P(4,) = 0 etIn(1-P(4,)) ~ P(4,) > 0 donc par comparaison de séries a termes posiifs.

@s deux séries ont méme nature. '

C'est donc toujours le cas.
3. Soit n € N. En utilisant I'indépendance des A,,.

g;)ln(l —P(A))=In (ﬁp@) =In (P (("] A—;>)

k=0" k=0
=In(1-P(B,)) e {Tc(xl, S j«lp(lfl)g )lr Q

Avec la question précédente, on a bienl P(B) < 15i et seulement si Z P (An) converge)

+00

U Ag. Alors (Cy),, est décroissante, donc par continuité décrois-

k=n

4, On pose,pourn € N, C,, =

sante, P (C) S P(I).

m
Posons, pour n,m € N, Ci* = (_J Ay. Par continuité croissante, P (C;r) ——— P(Cu).
k=n ‘

Puis, comme dans la question précédente,

-2 o [T @) -0 (e (/7))

k=n k=n
—In(1-P(CT)) —— { N1~ P(Ca)) SiP(Ca) <1

m—+00

—00 sinon

e Si P(B) < 1, dlors par croissance, pour tout n € N, P(C,) < 1 donc Zln(l - P(Ap))

k>n

converge et 1 — P(C,) = eXisan(1-P(4x) —, ¢0 — | comme reste d'une série conver-
n—+400

gente. On a donc P(!) = 0 par unicité de la limite.
e SiP(B) = 1, avec les deux questions précédentes, Z In(1-P(A,)) diverge, et c'est aussi
le cas, pour tout n € IN, de Zln(l — P(A;)). Comme c'est une série @ terme negatifs,

k>n
In(1 - P(C;?)) b0, donc P(C,) = 1 pour tout n € N et donc P(I) = 1.
m-=»+00
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5. P(BjAy) = BN A2) - P(AsfB) x P(B) _ P(Aa|B) x P() )
) P(4A2) P(A) P(Aa|B) x P(B)+ P(A2|B) x P(B)
Axd
- X4t §xi
=2

Correction de 'exercice 3 :

On considére les événements :
A ="L’appareil provient de A",
B ="L’appareil provient de B”,
D ="I’appareil est défectucuz”.
On a par hypothéses :

P(A) =06, P(B) =04, p(um):T‘ﬁ o pw,m=%_

: L6 1 4008
1. P(D) = P(D|A) x P(A) + P(D|A) x P(B) = 15 * 15+ 16 X 16 ~ 100"

PDIB)x P(B) 2x& 2
2. P(B|D)= ( 'Pz;) ( )= J"-ll):% =§.
5. P(A]D) = fﬂ';ﬁzz’j‘)ﬂ.
Or P(D|4) = £ ‘}’,’(:)’” - P) ;{’A()D D) o PEDIA):
—_(=P(DIA)xP(A) x5
Done, P(A|D) = 1-P(D) =4 %“’ -5

4. P(Bn D) = P(B|D) x P(D) # P(B) x P(D).
orrection de I e

On pose A Uévénement "Obtenir pile”. On a P(A)=p€]0,1[ et P(A)=1-p=gq.
1L P(R)=1-p,

P(F)=px(1-p),

P(F)=p*x(1-p),--

= P(Fp)=p"'x (1-p) et P(B|F) = ;l:
2. Comme (F)n>1 est un systéme complet d'événcments, alors

P(B) = fP(Bn F)= +f}v(uuv,.) x P(Fy) = f Iy,
n=] n=1

n=1
s " 1
3. La piéce est non biaisée, doncp=q= 3 Donc,
1
+00 (i)n

PB) =Y

n=1

=-In(1- -;—) = In(2).

n
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0. 9 . o + o0
Fn effel, on a ulilisé le fail que ¥|z| <1, 2 O - Z "+
=TT Lag T k-,

orrect de 'exercice 5 :

On a {F,F} forme un systéme complet d’événements.

1. P(A,) = P(A,|F) x P(F) + P(A,|F) x P(F).

2. (Ax|F) : "on a obtenu un nombre pair de pile lorsqu'on lance la piéce n fois sachant qu’on
a obtenu face a la premiére lancer”

('est a dire "on a obtenu un nombre pair de pile lorsqu'on lance la piece n — 1 fois™ qui est
l'événement A,—y. D’ou,

“ P(Ap|F) = P(Aa-1) et P(AWF) = P(A1).

3. P(An) = P(An|F) x P(F) + P(Aa|F) x P(F)
= P(Ap-1) x (1 =p)+ (1 = P(An-1)) X p
= P(A,=1) x (1 = 2p) + p.

4. Soit Xy, = P(A,). On a
Xn = Xn=g% (1- 2p) -+ p.

1
Soit ¢ tel que ¢ = c(1 — 2p) + p. Donc ¢ = 3

kS 1 = - 1
On pose maintenant Y, = X, — c. Alors, Y, = X, - 2 S Xn=Y+ 3

1 1
Comme Y, + e (V-1 + 5) x (1 =2p) +p, alors Yo =Yn-1 x (1 - 2p).
Ainsi (Y,), est une suite géométrique et

Yo=hx (1 = 2p)n-l_

R | 1 1 _1-2p
Qr}’l=4\|—§=P(.41)—§=(1—p)—-2-— 5 . Done,

» H 1 2 2 = 2 l_ (1_2,,)1: l
P(An)=,\,,=Y,.+§—Y1x(l 2p) +2__2_ +2_

N | -

3. Puisque 0 < p < 1, alors nhgle(A,.) =

Correction de ’exercice 6 :

1. -q = P(B)) = %
- = P(A1) = P(A1N B) + P(4, N By),
= P(A)|B)) x P(By) + P(A|B1) x P(B)),
a+b
2
-p= P(Bg) = P(B2N B[) + P(B, nE),
= P(B3|By) x P(B1) + P(B2|B)) x P(By),
_a+l-b
—p—
-p2= P(A2) = P(A2N Ba) + P(A3N By),
= P(A2|B2) x P(By) + P(A3|By) x P(By),
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a-+1—->b a+1'=b
= (K secrsvens - b> " et
a 5 b (1 5 )

2. (Bn|Bn-1) : "Le n itme tirge est effectué dans A sachant que le (n — 1) iéme tirage est esl
-¢ffectué dans A”

(est a dirg "on a tiré une boule blunche au (n = 1) iéme tirage sachant que le (n — 1) iéme
tirage est est effectué dans A” . Donc c’est l'événement (Ap—1|Ba-1).
8. qn = P(By) = P(BaN B,._\) + P(BxNBa_1),
= P(Bn|Bn-1) X P(Bn-1) + P(Bu|Ba-1) x P(B,),
=a X gn-1+ (1 =b) x (1 = gu=1).
D’ou
Gn = gn-1 X (@ +b—1)+ (1-b).
4. On pose
Xn=Xn1 X (a+b-1)+(1-0),
ct soit ¢ tel quec=c(la+b—1)+ (1 —=b). Doncc= Q—i;—ib
On pose maintenant Y, = X,, — ¢. Alors,
Comme Yy +c= (V-1 +¢)x(a+b—-1)+(1=0), alors ¥, =Y,—1 x (a+b—1).
Ainsi (Yn)n €st une suite géométrique et

Yo=Y1x(a+b-1)""

BE e | BN O VN TR L
Pr = s e TS 3 i i
Donc, 1 1
e _________ _1\n-1
},"_(2 2—H—b)X(a+b 1) ¢
Ainsi, 1—4 b
1 - e 11—
qnzx,l:(-z——m))((a-i-b—l) l-{-2__"'_1,.
5. pn = P(An) = P(An|Ba) x P(By) + P(Aa|By) x P(B),
=aXqgy+bx(1-qn)
= (a—b) x g, + b.
6. Puisque 0 <a+b<2 alors0<a+b-1<1. Doi
) ; (g y _ ___1__-_b—+b.
n-]-lbl-:-locqn;-g_-a_—_b el nkl-fl-loopn—(u_b)x 2“""”
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