Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série "Probabilité"

Exercice 1

Parmi 100 dés cubiques, 25 sont pipés de telle sorte que la probabilité d’obte-
nir 6 soit % et que les autres numéros aient la méme probabilité d’apparaitre.
On prend un dé au hasard parmi les 100 dés et on lance.

1) Quelle est la probabilité d’obtenir 67

2) On obtient 6. Quelle est 1 probabilité que ce dé soit pipé ?

3) On obtient 2. Quelle est 1 probabilité que ce dé ne soit pas pipé?
4) a) Soit n € N*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé
n fois et on obtient n fois le chiffre 6.

Quelle est la probabilité p, que ce dé soit pipé?

(b) Déterminer nlrgoo pn. Interpréter ce résultat.

Exercice 2

Dans un dépot, un stock d’appareils est constitué de p
deux usines A et B : 60% du stock en provenant de A
de B. On suppose que % des appareils qui provienn
défaut et % des appareils qui proviennent de B

1. Déterminer la probabilité qu’un app oitydéfectueux.

2. Parmi les appareils du stok défi obabilité qu’un ap-

pareil provient de B.

3. Parmi les appareils du stok non défestueux, quel est la probabilité qu’un
appareil provient de A.

4. Vérifier la dépendance des événements®"L’appareil provient de B" et

"L’appareil est défectueux".

Exercice 3

Us.
es blanches et trois boules noires.
boules blanches et trois boules noires.

On dispose de deux urhgs U/;
L’urne Uy contient

Pour tout n € N, on note B,, ’événement « la boule tirée au n iéme tirage
est blhche » et on pose p, = P(B,).

1. Calculer p;.
6 n 4
35pn

3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,, .

2. Prouver que : Vn € N, p,,1 = —

Exercice 4

Un distributeur de jouets distingue trois catégories de jouets :

Catégories T : les jouets traditionnels (tels que poupées, peluches, ...)

Catégories M : les jouets liés a la mode (inspirés d’un livre, d’un film, ...)

Catégories S : les jouets scientifiques vulgarisant une technique récente.

Le distributeur de jouets a fait les estimations suivantes : Un client qui a

acheté un jouet traditionnel une année pour noel choisira, ’année suivante,

un jouet de 'une des trois catégories avec une équiprobabilité.

Un client qui a acheté un jouet inspiré par la mode optera 'année suivante

pour un jouet de la catégorie T avec la probabilité 1, pour un jouet de la
et pour un jouet de la catégorie S avec la

47
catégorie M avec la probabilité }L



probabilité %

Un client qui a acheté un jouet scientifique optera 'année suivante pour un
jouet de la catégorie T avec la probabilité %1, pour un jouet de la catégorie M
avec la probabilité % , et pour un jouet de la catégorie S avec la probabilité }l.

Une année, que 'on appellera 'année 0, on remarque que 45 des jouets
vendus etaient de la catégorie T, 25 étaient de la catégorie M et 30 étaient
de la catégorie S.

On note T,, I'événement " le client achéte un jouet de la catégorie T pour le
noel de 'année n ", M,, ’événement " le client achéte un jouet de la catégorie
M pour le noel de 'année n " et .S, ’événement " le client achéte un jouet de la
catégorie S pour le noel de "année n". Enfin on pose p,, = P(T,), ¢, = P(M,)
et r, = P(Sn).

1) Donner les valeurs de py, qo, et 0.

2) A Taide de la formule des probabilités totales, montrer que

1

1 1
Pn+1 = gpn + ZQn + ZLT'm

3) De la méme fagon exprimer g, et r, + 1 en fonction de p,, g,
Pn
4) On pose alors X,, = | ¢,
T'n,
a) Exprimer X,.; en fonction de X,, a laide q natrice A =

p
1011
3 4 1
11 1
( i1
3 2 1 . ‘
b) Montrer que A est diagonalisa ona A.

c¢) Calculer A" ¥n € N.
¢) Déduire les expressions de p,, ¢, et 7

Exercice 5 Soit (A,)nen une suite d’événements dans un méme espace

probabilisé. On considére les évenements sutvants :

A = Il y a une infinité d’événements parmi les A,, qui sont réalisés.
B = A partir d’un certain rang, tous les A, sont réalisésy.
C = Il n’y a jamais deux événements consécutifs réalisésy.

évenements © A,, resten
a) Calculer P(A), P

b) Calculer P(A), B(
1

3 7
ontrer que 6 < P(C) < 3 lorsque

tout n € N.

Soig (A, Jren une suite d’événements mutuellement indépendants.

On agmettera que la suite d’événements (CAn)neN reste mutuellement indé-
pendants.

On suppose que pour tout k € N, P(A) # 1.

n +0o0
Posons B,, = U Ay, B = U Ay et u, =P(B,).
k=0 k=0

1. Vérifier que la suite (u,) converge vers P(B).

2. Démontrer que les séries Z In(1-P(A,)) et Z P(A,,) sont de méme

n>0 n>0
nature.
3. En déduire que P(B) < 1 si et seulement si ZIP’(An) converge.
n>0
“+0o0 +oo
4. Soit [ = ﬂ U Ag. Démontrer que P(I) = 0 si et seulement si
n=0 k=n

P(B) < 1, et que P(/) ne peut valoir que 0 ou 1.



Exercice 7

Une urne contient une boule blanche. On lance une piéce biaisées. On
obtient pile avec la probabilité p. Si on obtient pile, on ajoute a 'urne une
boule noire. Si on obtient face, on tire une boule de I'urne. On considére les
événements suivant :

B : "On tire la boule blanche" et F}, : "On obtient face pour la premiére fois
au n’iéme lancer".

1. Déterminer les probabilités suivantes : P(F),) et P(B|F,).

= (L=p) xp!
2. Montrer que P(B) = E .
n
n=1

3. On suppose que la piéce est non biaisée. Montrer que P(B) = In(2).
Exercice 8

La probabilité d’obtenir pile en lancant une piéce biaisée est p. Désignons
par A, lévénement "on a obtenu un nombre pair de fois pile lorsqu’on lance
la piéce n fois" et par F' I’événement "on a obtenu face a la premiére lancer”.

1. Montrer que P(A,) = P(A,|F) x P(F) + P(A,|F) x P(F).
2. Vérifier que P(A,|F) = P(A,-1).
3. Déduire que P(A,) = (1 —2p) x P(A,_1) + p.

4. Calculer P(A,).

5. Déterminer lim P(A,).

n—-+4o0o

Exercice 9

On considére deux urnes A et B contenant des boules blanches et des boules

) Proportion b (0 < b < 1). On effec-
boule dans I'urne d’ou elle provient
et ceci de la fagon suivan

On commence par

evénement "obtenir une boule blanche au n iéme tirage",
» I'événement "Le n iéme tirage est effectué dans 'urne A"

lculer g1, p1, g2 et pa.
. Pour 2 < n < N, comparer les événements (A,,_1|B,_1) et (By|Bn-1)-

. Déterminer une relation liant ¢, et ¢,_1.

1

2

3

4. Déduire 'expression de ¢, en fonction de a, b et n.

5. Déterminer I’expression de p, en fonction de a, b et n.
6

lim p,.

. Calculer lim ¢, et
n—-+o0o

n—-+o0o



