Contenus

Détermination de la lol de X por Gy, Ulilisation de Gy pour cal-
culer les moments de X.

La variable aléatoire X est d'espérance finle sl et seulement sl
Gx est dérvable en 1; dans ce casE(X) = Gx'(1). La varlable aléa-
toire X admet un second moment si et seulement sl Gy est deux
fols dérivable en 1.

Fonction génératrice d'une somme finie de variables aléatoires

Caopacités & Commentalres

Les étudiants dolvent savolr retrouver I'expression de la variance
de X & 'alde de Gy'(1) et Gx"(1).

Les étudiants dolvent savoir calculer la fonction génératrice
d'une variable aléatolre de Bernoulll, binomiale, geomemque,
de Poisson.

indépendantes & valeurs dans IN.

Table des matieres

Variables aléatoires discretes

On se donne une espace probabilisé (Q,«,P).
1 Deéfinition

sur (2,7, P) lorsqu'elle vérifie

Définltion : Variable aléatoire discréte

Soit E un ensemble quelcongue. Une application X : Q— E est appelée varlable aléatolre dl;lcréte_

(i) X =ImX =(X(w),weQ)ePE) est fini ou dénombrable.
(i) Pourtout xe X(Q), X~'({x)) = (w € Q, X(w) = x} € of et est noté (X =x).
Elle est dite réelle lorsque EcRR.

f
f
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}
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I
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Remarques
R1 - La notation (X = x) est un peu déroutante, cela revient par exemple & noter 27 = sin™! ({0}) = (sin = 0).
Si A est une partie de E, on note (X € A) I'événement X~} (A) = [w e Q, X(w) € Al
R2 - On nole aussi, pour une variable aléatoire réelle,

(X< X=X (1—00,x]) = (we 0, X(w) < x}

et on introduit de la méme fagon, (X < x), (X2 x), (X >x). 3 :

R3 - Enfin, si f est une fonction définie sur X(Q), on note f(X) la fonction fax Est -ce une variable aléatoire 2 Oui.
Voir ci-apreés.

R4 - La deuxiéme condition est IG pour qu'on puisse calculer la probabilité l?()& =ix) pour tout xe X(Q)
Si xe E\X(Q), (X=x) =@ €</ également. ]

R5- On ne demande pas que E soit fini ou dénombrable, seulement que X(Q) le soit : si des valeurs de E ne sont
pas atteintes, on peul s'en débarrasser.
On ne demande pas non plus que I'univers Q soif fini ou dénombrable.

R& — Lorsque I'univers est fini ou dénombrable, on choisit « = 22(Q)) et toute fonction de Q dans E est une variable
aléatoire discréte.

Exemple : fondamental
i

Si F événement de |'univers Q, alors

sSiweF

1g: 1
w -—
0 SI'MKF

est une variable aléatoire.
P(lp=1)=P(F) et P(1r=0) =1p(ﬁ).
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[ 5 Définition - Propriété rT -——4—-—}

((x = x)] W est un systtme complet d'événements appelé systéme complet d'événements adapté i
€/
ax.

' Remarque
H On peut remplacer X(Q) par E, ce quirevient & ajouter des ensembles vides.

Démonstralion

Les (X = x) sonl deux & deux disjoints de réunion Q. i 3 i, ] 0

Propriete : Les partles de X(0) sont des événements
‘ Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,7,P). Alors pour toute partie Ade X(Q), (X € A) € o/. ] '

Démonstralion

A est finle ou dénombrable et A= | | {(x] donc (XeA) = | | (X=x €. , (m)
XEA X€EA

Propriéte : Une fonction d'une v.a.d. est une v.a.d.

Si X : O — E est une variable aléatoire discréte, si f : E— F est une fonction {ou opphconon) quel- }

conque, alors fo X, notée f(X) est une variable aléatoire discréete.

Démonstration

On a bien que f(X):Q— F avec f(X)(Q) = f(X(Q)) fini ou dénombrable et si y € f(X)(Q),

U0=y=wen, fXiw) =)= {wen X(w)EI"({yl)} (XE f'((y))]e.d ‘ , 0

....... . ‘. P N L L -

2 Loi

On fixe X une variable aléatoire Qiscré're sur (Q,7,P).
' Définition : Loi d'une v.a.d.

L'application IR AT
pii| ZE@), =B,
A — P(XeA)
est appelée loi de X.
Iptnarmannol @ elgmaxd
=
[7 Py est une probabilité sur I'espace probabilisable [x(n),,ga(x(n))), }

f Remarque
| Comme X(@) est au plus dénombrable, il n'est pas choquant de choisir 2(X(Q2)) comme tribu.
| 5
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Démonstralion

Onrevient & la définition :
« Pourtout Ae 2(X(0), Px(A)=P(XeAe€[0,1]
o Px(Xam=Pi=1.
« a-addIlivité : Si (A,), est suite de parties deux a deux disjointes de X(Q),

nelN nelN nelN

| Propriéte : _-__.,-____ﬁ_]

l’x[l_]An]=P[|JlXcAn)] ):P(XcAnl—ZPx(An) 0

SiAe (X (), Px(A) =Y Px(lap= ) P(X=a).

acA a€A

Démonstration

Il suffit de décomposer dans le s.c.e adapté a X. ) ¥ o) : ] (]

pm—— Corollaire

La loide X est uniquement determmee par Io donnée de (P(X = l))xg Xy fam:lle sommab!e de reels
dans [0,1) de somme 1. -+ o ool Ailkn Aok ‘ : ‘

! Remarque [

! Ainsi, pour décrire la loi d'une variable aléatoire, on se contente de préciser X(Q) et les P(X = x) pour x€ X(n)
|

i Onnote parfois Px= Y P(X=ux)8x ou 61(1\) = 1 sixe A et 0 sinon.

| XEX(M = ) L hanQse e (4

}' On verra plus loin les lois usuelles @ conncmre pcrfcmement

Nofolion

‘
i

SiXx et Y suivent la méme |OI onnote X~ Y.
Si X suit une loi %, on note X ~ < (programme de MP) ou X~—-.£ (programme de PSI et PC)

1 Exercice : CCINP 109

Solt neN*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 a n et deux boules nolres numérotées 1 et 2.
! On effectue le tirage une a une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.
| On note X la variable aléatoire egole au rang d'apparition de la premlére boule blanche.
| On note Y la varlable aléatolre égale au rang d'apparition de la premiére boule numérotée W

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminerla loi de Y.

1. x(=[1,3].
vie[1,n], on note B; la i¥Me poule blanche. : ranes
Vie[1,2]. on note N; la i¥Me boule noire. {7 ‘ )
On pose E ={By,By,..., B, Ny, N2). :
Alors 0 est ['ensemble des permutations de E et donc card(Q) = (n+2)L

(X =1) comespond aux tirages des (n+2) boules pour lesquels lo premiére boule tirée est blanche.
On a donc n possibilités pour le choix de la premiére boule blanche et donc (n+1)! possibilités pour les tirages
restants. )

1
Donc P(X=1)= Rx(melll . g
(n+2)! n+2

(X =2) comespond aux lirages des (n+2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est noire et la seconde
est blanche.

On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n! possibilités
pour les tirages restants.

Yariables glégtoires discrétes - page §
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2xnx(n) i 2n ‘ g
(n+2)!  (m+D)n+2)

Donc P(X=2) =

(X = 3) correspond aux lirages des (n+2) boules pour lesquels la premiére boule et la seéonde boule sont
nolres.

On adonc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une seule possnblhte pourlaseconde et enlin n! possnblllles
pour les boules restantes.

L 2x1x(m) 2
il ey = T R

Autre méthode :
Dans cette méthode, on ne s'interesse qu'aux "premiéres" boules lirées, les autres étant sans imporfance.

X =1,3].
(X=1) estl'événement : "obtenir une boule blanche au premier tirage".

nombre de boules blanches n
| Donc P(X=1)= = B
l ) nombre de boules de l'ume  n+2

(X =2) est I'événement : " obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche au second
tirage".

it 2

D'oU P(X=2)= L <R

n+2 n+l (ne2n+l)

, les tirages se faisant sans remise.

(X =3) est I'événement : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule
blanche au troisiéme tirage".

a 1 2
D'ol P(X =3)= —2 £

x X —= , les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l1 n (n+2)(n+1l)

2. YA =[1,n+1].

Soit ke 1, n+1].
L'événement Y=k cormrespond aux tirages des (n+2) boules ou les (k 1) premleres boules tirées ne sont ni

By ni N, et la K&€Me poule tirée est B; ou Nj.

On a donc, pour les (k- 1) premiéres boules tirées , ( k" 1] choix possibles de ces boules et (k -1)! possibilités

pour leur rang de tirage sur les (k- 1) premiers tirages, puis 2 possibilités pour le chonx de la k€Me poule et
enfin (n+2- k)! possibilités pour les rc:ngs de hrcge des boules resiontes

| (k' 1]x(k Dix2xn+2-k 2™ Lo py

5 _“n=kx
Donc P(Y=k) = (n+2)! 7 (n+2)! it |
2(n+2-k) ik G _ : ol \ i
D.OFICP(Yr-»k)—,*——‘[’l+l)("+2)- Iwush i . ; i : WY 2 ! 2NN 4 “.'“ {
{ 2 of § PTG M N ORU D 9nU of fHDJlae
arioaoid alung emeneig ol ob pelinnaqon 2 bR Un el | i
Avutre méthode : STV "'“'H Vgl v limo : [¢h poilliodgs ™ s un alb ‘ ain ity
Y() =[1,n+1]. ) :
e il d e bt s N

On note Ay I'événement " une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée aurang k. . | |

Soit ke[1,n+1].
Ona:(Y=MN=AnAz2n...NnAx_1NAL.

Alors, d'aprés la formule des probabilités composées,

P(Y = k) = P(A)Pp (A2)..PA nAsn..nAp; (Ak=1) P A n A0 Ary (Ap.
n n-1 n-2 2 n—-(k-2) 4 2

=k=
P = S it =1 m+D -2 N nrD k=2 A+ D= ST s { e,
n n-1 n-2 n—k+2 2
r=k)= 4 !
A ) n+2xn+lx n . xn-k+4‘n-k+3_ j ] Py
! L n! (n=k+2)
1 P(Y‘“"z(n-kn)z* (n+2)!
! 2(n—k+2)
}

| P D
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" Exerclce : CCINP 104

Solt n un enller naturel supérleur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d'une boite formée de trols compurﬂmenis Identiques égale-
ment numérotés de 1 & 3.

On lance simultanément les n boules. \

Elles viennent toutes se ranger aléatolrement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules. '

On note X la varlable aléatolre qul @ chaque expérlience aléatolre falt correspondre le nombre de comporﬂ-
ments restés vides.

1. Préclser les valeurs prises par X. , '

2. (a) Déterminer la probabliité P(X =2). ' NG
(b) Finir de déterminer la lol de probabliité de X

3. (a) Calculer E(X). = q
(b) Déterminer Jlim E(X). Interpréter ce résultat.

1. X)) =[o,2]. i 74 o a12) [

2. ' [a) Pour que I'événement (X = 2) se réalise, on c' 3 possibilités pour choisir les 2 compartiments restant

vides. Les deux compartiments restant vides etcmf choisis, chacune des n boules viendra se placer dans
le troisieme compartiment avec la probabrllte - i
De plus les placements des différentes boules dons les trous compcmments sont mdependcnfs

Donc P(X=2) = [)[ )" l )n ( ]n-l

(b) Déterminons P(X =1).
Pour que I'événement (X =1) se reohse, on a (}) possibilités pour choisir le compartiment restant vide.

Le compartiment restant vide étant choisi, on note Al'événement : «les n boules doivent se placer dans.
les deux compartiments restants {que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
I'un d'eux viden.

Soit ke [1,n-1].
On note A; I'événement : « k boules se placent dans le compommenf aetles (n-k boules restcnies

dans le compartiment by.
n-1

On adlors A= |J Ag.
k=1

onavetn-il,ruw=(7) (3)"(3) = () (4)"

n-1 n=1

Donc P(X=1)= [ )I’(U Ap)=3 Z P(Ay) car Ay, Az. .A,,-. sont deux o deux mcompchbles

' DoncP(X-l)—.Snf[")[ ] [ ]"—l" 1( ) )" i () ) ( )"_ (zn;z)

1
Donc P(X = 1)=[§J 2n-2).

o) i ' ; 1""1.‘. 1 GO
-1 -1
Enfin, P(X=0)=1-P(X=2)-P(X =1) donc P(x=0)=1-(:',)" -[-_‘;]" (2" -2).

1 n=1
Donc P(X=0)=1- [5) (27 -1).

Aulre méthode :

Une épreuve peut étre assimilée & une application de [1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1,3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons Q I'ensemble de ces applications.
On adonc : cardQ =3".
Les boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments”, donc il y a équiprobabilité sur Q.

{a) L'événement (X = 2) comespond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1,3]. c'est-a-dire aux applications constantes.

: 311
DonCP(A=2)=-3—"‘=3—":T. |

Yarigbles aléataires discrétes - pgae 7

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

i (b) Comptons & présent le nombre d'applications corespondant.a I'événement (X = 1), c'est-a-dire le
nombre d'applications dont I'ensemble des images est constitué de deux élémenis exactement.

On a 3 possibilités pour choisir I'élément de [1,3] qui n'a pas d'antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
. comptler le nombre d'opplications de 1, nIl vers les deux elemenls restants de [1.3]. en excluont blen sur les
] deux applications constantes. ;

On oblient donc 2" -2 applicalions. i i ‘ ¢
3x(2"-2) 1 - LEED s

D ouPX=1)= 3 . T (2"=-2).

i Enfin, comme ‘dons I? méthode précédente, P(X = 0) = l-P(X = 2)-PIX = n donc
| rx=o=1-({)T - (3 e , R Rk

: n-1
3. (@) B(X)=0P(X=D)+1P(X=1)+2P(X=2)= () (2"—2)+2[]] :

n
Donc E(X) = 3[ )

A 2 n
| (b) D'apres 3.(q), "y_rpwﬁm = nli-Tma [5] =

! .- Quand le nombre de boules tend vers +co0, en moyenne aucun des trois compartiments ne restera vide.

’ ” }
Propriete

La loi de Y = f(X) est donnée par Y y € f(X(),

P(Y=p=PX=p=P(Xef'Uym)= Y ' P(X=2x)
x| f(x)=y

N ——————

De la méme maniére, on obtient par exemple : :

; [ Propriete

Si X et Y sont des variables aléatoires,

P(X+Y=2= Y P(X=xY=y)

x| x+y=z

et PXY=2= ) P(XsxY= y]

xy | xy= z

\

Il Familles de variables aleatowes g
Soit (©2,«, ) espace probabilisé. | fal e ] W S it il | Y
1 Définition et lois ' |

° Couple de variables aléatoires discrétes

Définition - Propriété

Soit X, ¥ variables aléatoires discrétes sur @ & valeurs dans E, E'. L’application

Q — ExE - o nluA
Z: i
0 — (X(w),Yw))

est une variable aléatoire discréte appelée couple Z = (X, 7).

e 1

[ Remarques ! e tre i

R1 - (X, V) cX(Q) x Y(Q) etiln'y a pas égalité en général.
R2 - On note indifféremment (X, Y) = (x,y)) oU (X=x)n(Y=y) ou (X=xetX=y) oU (X =x,Y =) ces événements.

Variables cléatoires discrétes - page 8
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Démonstraiion

Z() < X(Q) x Y(Q) est finl ou dénombrable. . y
Pour tout (x,y) € Z(Q), (Z=(x, )= (X=x)n(Y = y) € . O

Propriéte

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. Alors la famille d'événements
(x,v)= (.t.y)))(”,,e xi~ v €5t un systéme complet d'événements appelé systéme complet d’événe-
ments assoclé au couple (X,Y).

Démonstralion
; ) oo
Les événements sont bien disjoints deux & deux et

(X=x)n(Y=p)=0
(x,)eX(M)=xY() pelpnip e i

car tout we (X = X(w)n (Y = Y(w)). ' : ‘ : ind ; a

On sait donc que

{? Remarque aiguroa uh el
! h X
; « Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé (Q,s, P), le « couple »

{1 (X,7Y) : w— (X(w),Y(w)

est une variable aléatoire discréte.

t » Si Z : Q- E est une variable aléatoire discréte, si f : E— F est une fonction quelconque, alors fo Z, notée
} /(2) est une variable aléatoire discréte. S
| Et constalons que donc, si X et Y sont des variables aléatoires discrétes réelles définies sur un méme univers
| probabilisé, alors X + ¥, XY, min(X, ¥), max(X, Y) sont des variables aléatoires réelles discrétes. |

I- Bien sar, il y Qussi I‘[Arctan [1 + X%+ Yz]] mais on n'a cité que quelgues exemples fréquemment utiles.

; Mdisiln'est pasinutile de savoir montrer directement que ces choses (X+Y par exemple) sont bien des variables

' gléatoires...Allons-y pour X+ Y.

Pour calculer les lois :

“‘ PiX+Y=2)= Z P(X=x,Y=y)
H ! xy | x+y=z
3 et | P(XY=2)={" Y i P(X=x,Y=})
t xy | xy=z

° Lol conjointe

Définition : Lol conjointe

Soit (X,Y) un couple de variable aléatoires discrétes. On appelle loi conjointe de (X,Y) la loi P(x v,
de la variable aléatoire (X,Y).

e e w——— . ————— - S N VELE S 5S

e = e

- e . el

r Remarque

! Vu la propriété précédente, cette loi est déterminée par P(X = x,Y = y) pour (x,y) € X(Q) x Y(Q). Lorsque les
t‘ variables aléatoires sont finies, cette loi peut étre représentée dans un tableau & double entrée.

! Exemple

On lance deux dés, X est la v.a. égole au plus grand des nombres. Y celle du plus peﬂt On pose 2 = [1,6]?
muni de la probabilité uniforme. On obtient :

P

Vrinhlns nléntairac Adiscratar « nana Q .
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i ]

! \ RIS SHEE TR NS R Yt - K-

] X

' 1 Y 0 0 0 0 0 1/36

i 2 118 13 0 0 0 0 1112

; 3 i 1 Y3 O 0 0 5/36

% 4 g 118 118 136 00 7136

E 5 118 118 1hs 118 136 0 9/36 [ s N >

; 6 118 118 118 118 118 1/36 11/36

i loideyYy | 11/36 92 7/36 5/36 3/36 1/36 (1) e

j Remarquons qu'on obtient la loi de X en sommant les lignes et celle de Y en sommant les colonnes.

° Lols marginales

Définition : Lols marginales 5 !

Si (X, Y) est un couple de variables aléatoires discrétes, les lois de X et de Y sont appelées ptemlere
et seconde lols marginales du couple. iy ’ ]

I Propriéte

La loi conjointe de (X, Y) détermine les lo:s mcrgmoles de (X,Y) mais Ja rec:proque esf fausse

Ncsvmcinans?

vt

Démonstration

P(X=x)= (L]((x Y)-(x.y))) TPX=xY=). Idem pour Y.

Contre-exemple :

‘ Y Y ;
. 0 1 |loidex 0 1 |loidex ' ' .
' X X ‘

0 2 0 112 A9 | Vs Us | 2
1 0 12 1/2 ; ‘ 1 s 14 1/2
; loidey |12 12 1) loideY | V2 12 (O

Q Lols conditionnelles

Deflnlilon Loi conditionnelle

Soit (X, Y) un couple de vonobles aléatoires discrétes. Pour tout x € X(Q) tel que IP(X x) # 0, la lol
conditionnelle de Y sachant (X = x) est la loi de Y pour la probabilité conditionnelle P(x-y. Elle est donc
déterminée par, pour tout ye Y(Q),

P(X=xY=y) nrop s
PX=x)

P(Y=y|X=x)=

I! Remarque

,, Les lois conditionnelles de Y sachant (X = x) et la loi de X permettent de defermlner la loi conjointe de (X,Y) :
t « Soit P(X=x)=0et alors P(X =x, Y—))<P(X x)= ()donc P(X=xY= y)

ff. « sOit P(X=x)#0et i : R

H P(X= x.Y y) P(Y y IX x]P(X x).

4
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Exemple

Lois conditionnelles de Y : Loi conjointe de (X,Y) :
15 ) 'y

‘ g ; { 4 .
] 0. ] 0 1 loi de X
| X X

0 14 34 0 1110, 310 2/5
1 23 13

W . | 215" 15 19/5

[ oldey |z w2z | W

1T O 7 8¢ ! WL sauh 11 Hne

2 Extension aux n-uplets

po—

Définition : n-uplets de variables aléatoires
Soit (X,..., Xn) Un n-uplet de variables aléatoires discrétes. C'est encore une variable aléatoire dis-
créte appelé vecteur aléatoire discret de dimension n.

La lol conjointe de (X),..., X,,) est déterminée par les P(X) = x1,..., X = x,;) oU pour tout i, x; € X;(0).
Les lois de X),..., X, sont les lols marginales de (X,,...,X,)-

L.

Définition : Lol conditionnelle pour n variables

Si xy,...,x,-1 sont fixés, tel que P(X; = xi,...,X,-1 = x,-1) > 0, la lol conditionnelle de X, sachant
(X) = X1,..., Xn-1 = Xp-1) €5f déterminée par

P(X1=x1,..,Xn=Xpn)
P(Xl =xl.---;xn—| = Xp-1)

PXu=xy | Xi=x1,..., Xp-1 = Xp=1) =

pour tout x,.

"' Remarque
i

!

Lorsque I'on a la propriété
b G o P (Xis1 = Xis1 | X1 = 21000 Xi = %) = P(Xjg1 = Xia1 | Xy =x7)

'gi [phénomeéne sans mémoire), on dit que la famille (X),...Xn) de variables aléatoires est markovienne.

3 Indépendance x

% ° Cas d'un couple de variable

Définition : Indépendance )

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes sur I'espace probabilisé (Q,<,P).

X et ¥ sont dites Indépendantes si pour tout (A, B) € 22(X(£2)) x 2(Y (1)), les événements (X € A) et (Y € B)
sont indépendants, c'est-a-dire

P(XeAYeB)=P(XeA P(YeRB).

On note parfois X LY.

Propriete

X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout (x,y) € X[ x Y(Q), (X=x) et (Y= y) sont
indépendants, c'est-a-dire

P(X=xY=y)=PX=x) P(Y=y).
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Démonsiration

Le sens = est direct.
On suppose que pour tout (x,y) € X() x Y()), P(X=x,Y =y) =P(X=x)P(Y = y).
Soit (A, B) € (X (Q)) x 2(Y(Q)).

PiXeAYem=P| || (X=x¥V=p|= ¥ PX=xY=p=Y P(X=x3 P(Y=).

(x.y)€AxB (x.y)€EAxB X€A yeB
O
;‘; Remarque
b Si X et ¥ sont Indépendantes, la donnée des lols marginales de (X, Y) détermine sa loi conjointe.
Bl Propriete
Soit (X,Y) couple de variables aléataires. Il y a équivalence entre
(i) Les voncbles c!ecfovres X ef Y sont mdependanfes
(ii) Pour tout yeY(Q) tel que IP(Y =y)>0, la loi de X sachant (Y = y) est la méme que la loi de X.
(iii) Pour tout x e X(Q) tel que P(X = x) >0, la loi de Y sachant (X = x) est la méme que la loi de Y.
Démonstration | g
Jmmédiat. - c \ : ST s s i

a4 Propriete

Si X,Y sont des variables aléatoires indépendantes, f,g définies sur X(Q) et Y(Q) respectivement,
alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Demonslrollon

(f(X) € A) = (Xej‘ (A)] el (g[Y) € B) = [Yef"‘(B)] ces demiers efcnl lndependcnts m]
! (OF couItU
Exemple )
' Si X et ¥ sontindépendantes, pour tous mn, Xmety"le sont

f Remarque

5 En reprenant un calcul precedent on obtlenf si X, Y |ndependc|ntes P(X+Y=2=) ' P(X=x)P(Y=y ol
Xyl x+y=z

I'on peut remplacer X + Y par n'importe quelle fonction de x et Y. *

o ————

f g \

Q Variables aléatolres mutuellement indépendantes

I " Définition

Des variables aléatoires discrétes X, ..., X, sont dites (mutuellement) indépendantes lorsque pour
toutes parties A; de X;(Q), ..., A, de X,(), les événements (Xj € A}), ..., (X, € Ap) le sont.

Une suite (Xn)nery de variables aléatoires discrétes est une suite de vcmcbles aléatoire (mutue"emenf}
indépendantes lorsque pour tout ne NN, X, ..., X, le sont.

Si, de plus, elles ont méme loi, on dit que ce sont des variubles aléatolres Indépendantes identique-
ment distribuées (vaiid). oy

e ey e et

Variables aléatoires discrétes - page 12
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Xi..... X, sontindépendantes si et seulement si pour tout (xy,...,x,) € X1(Q) x-+-x X, (), les événements
=x1), ... (Xp=2x,)le sont.

Démonstralion

Le sens = est direct,
L'autre sens est similaire au cas des couples de variables aleololres $

(5 1 PPTT)
Solt (Al,-..,A..)e X)) x oo x P(XptN), T [1,n],

Lxn) € Ay x o x Ay, les événements (X) = xy), ..., (Xn = xp) sont indépendants.

ie] (x.),an, el

P ﬂtxacfh)) { NX;= xn]

=Y P(ﬂ(X¢=x1))= Y (ﬂP(x:=xn)

(x) €[] A el (xp) €1 A \ied
(13 et

=]] Z P(X:=x;)] [TPx;jeap. O
i€l \x€A iel | b6 (¢

"} Remarques
'

Le résultat de la I°expcnenceestnotex et . | (Hremelen fom sbom o2 i

P(X) = X1,..., Xn=2xp) = P(X] = x1)--- [P(Xp = xp).

est fausse si n> 2.

Exemple
_ Si X3, Xz vaiid finies de loi uniforme %(2) sur {~1,1}. X3 =X) x X2..

PX3=-1=PX1=1X2==-1)+P(X1 =-1,X;=1)= -

Donc X3 — (2) sur (-1,1}.

Alors X1, X2, X3 sont indépendantes deux @ deux car X1 1 X5,

P(X1=1,X3=1)= P(XI—I Xz—l)——-P(xl-l)P(J{g 1)

1
PXi=-1,X3=1)=P(X=-1,X=~1)= 3 =P(X)=-1)P(X3=1), -
PX1=1,X3==-1)=P(X1=1LX2=-1)= % =PX; =1)P(X3= —’l)
1
P(X;=-1,X3=-1)=P(X;=-1,X2=1)= 1 =P(X; =-1)P(X3=1)

Donc X; L X3 ef par symétrie, Xz L Xj.
Pourtant, elles ne sont pas (mutuellement)] indépendantes : 30! AR

P(X1=1,X2=1,X3=1)=P(X1=1,X2=1)==#

L
@ |-

i Propriete. |

on suppose que pour tout

| R1- nexpériences aléatoires Indépendantes peuvent étre modélisées par n variables cléatoires indépendantes.

R2 - Comme pourles événements, mutuellement indépendants = indépendants deux a deux, mais la réciproque

fo
notn

Si Xy,...,Xu sont indépendantes, fi,..., fu définies sur X, (n),.‘..,‘x,,(m, alors fi(X1),...,

pendantes.

fu(Xy) sont indé-

Variables aléatoires discretes - page 131
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Démonstralion

Similaire au cas de deux variables : (f(X)) € B;) = (X; € £~ (By). ‘ a

Propriéte : Lemme des coalitions

Soit n,me NN tels que 0<m<n, Xy,...,Xm,-.., X, des vcrlables aléatoires discretes mdependontes sur
(Q,«,D), f définie sur X, (Q) x -+ x X,,(Q) ef g deftme SUr Xpua1 () x -+ x X, (Q). !
Alors f(Xy,...,Xm) et g(XmH. ., Xn) sont indépendantes.

Démonstralion : Non exigible
Mais pas difficile, il suffit de remarquer que les vcncbles olectonres Y= (.\’1. woXm)etZ= = (Xm+1,...» Xn) 5QNt indé-

pendantes (ce qui ne pose pas vraiment de probléme : il suffit de I'écrire) et d' apphquer la propriété précédente.
0

s Theoreme

Soit (Z£)neN UNe suite de lois de probabilités discretes.
Il existe un espace probabilisé (Q, </, P) et une suite (X,,],,m de vancbles aléatoires discrétes mutuel-
lement indépendantes sur (Q, £, P) tels que pour tout neN, X, — %,.

FExempIe % "'z ' -‘ pesl : ‘ §OT f

l Un jeu de pile ou face infini se modélise (naturellement) par une suite d'épreuves de Bemnouli mutuellement
L: indépendantes. :

Démonstration : Admise

- D -
M Loi g
Lois usuelles
1 Loi Uniforme ol = %S
Définition : Loi uniforme 2 A
On dit que gu'une variable aléatoire finle X suit une loi uniforme lorsque pour tout x € X(Q),

oU n=|X(Q)l, c'est-a-dire que pour tout Ac X(Q), Px(A) =

On note alors X ~%(n) ou X — %(n).

i 1
feeiy’) PX({II),:P(X=X)=; 1o )it ’
Al e e
Th i

Exemple

| y SNC r g |
Sion tire un dé & n faces ou si on tire une boule dans une urne qui en conhent n (numerofee] alors' lc vcnoble‘
| oléatoire du résultat suit % (n).

!
1

| Remarque ,
;, | 1o, alors P(X =0) = P(X = 1) = 1/2 donc X — «(2)
i alors que P n'est pas la proboblhie uniforme.

: 5

xexuy "

i
/\cela ne concemne pas de la probabilité P ini- {
‘ tiale : Px peut étre uniforme sans que P le soit. k
f! Si, par exemple, onlance un dé & é faces truqué fi
I tel que I'on obtient 1 ou 6 avec une probabilité 1/4 et i

' 2,3,4 ou 5 avec probabilité 1/s, X variable aléatoire

On odoncPy=

Variables aléatoires discrétes- page 14 v
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Figure 1 = Loi 2(10) sur [1,10]

2 Loi de Bernoulli

e

Définition : Lol de Bernoulli 1
(0,1}

On dit que X suit une lol de Bernoulli de parameétre p € [0,1] lorsque X es’r a vcleurs dans E=
P(X=D=petP(X=0=qg=1-p.
On note alors X — @(p) ouU X ~ AB(p).

1 Exemple : Situation type

Variable aléatoire étudiant le succés (1) d'un
| événement donné ou son échec (0). o7
Li ¢ ' A

4 Remurque |
i Px=pd +(1- p)(‘io

u

Figure 2 - Loi 28(0,3) ..

Propriete

Les variables aléatoires qui suivent une loi de Bernoulli de paramétre p sont exactement les foncnons
indicatrices des parties F de Q telles que P(F) = p.

Démonstralion f '3
Si X svit une loi de Bernoulli de pcrameétre p, alors si F=(X=1), X=1F.
Réciproquement, si X = 1. X(Q) <{0,1} et P(X =1) = P(F). sl
Remarques

n
[ '
| R1- Deux variables aléatoires de Bernoulli sont indépendantes si et seulement si (X=1) et (Y =1) le sont,

rR2~- Si X prend deux valeurs a et b distinctes, alors Y = ‘;f;: suit une loi de Bemoulli de parametre p=P(X = b).

b Autrement dit, X = a+ (b-a)Y ouU Y suit une loi de Bernoulli.

Variables aléatoires discrétes - page 15 -
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3 Loi binomiale

On a déja vu que lors de la répétition de n expériences de Bernoulli indépendantes, la probabilité d'avoir k< n

succes s'écrit (:)p"(l -p)"~k ol p est la probabilité d'un succes.

Si on appelle X la variable aléatoire du nombre de succes, d valeurs dans [0, ], alors elle suit la loi donnée par

P(X=k= {:)p"u =p)*, _ :

|

Remarquons que |'on peut écrire X = X, +---+ X, oU X; est la variable aléatoire de Bernoulli succes a la i® répétition.

et pour tout k€ [0, n].

Définition : Lol binomlale

On dit que X suit une lol binomlale de parameétre (1, p) oU p€[0,1] lorsque X est & valeurs dans [0, n]

s == [Pk = =k = [ )],k -k
P(A—k)—(k)ll (1=p) (L—)” q

avec g=1-p. On note alors X ~ 8(n,p) oU X — AB(n, p).

P Exemple : Situation type

‘ Nombre de succes dans la répélition de n expériences de Ber-
l.i noulll indépendantes. a0

Q.l! i
[l Remarques } _ 020
I I
1 n 5 © 015
":1 R1~ Px=.3 {’f)lik(l—p)"'%k- i
i] k=0 ; 0.10
I R2- BQ,p)=B(p).
Eé R3- La formule du bindme redonne (ou se retrouve par) 005 I
t n |
4] PX=k=1.
t LZ_:() { : 0.00t=—=o"r 11 4 5 ! 78 9 10
i K

Figure 3 ~ Loi 2B(10,1/4)

! Exercice

‘i SiX—aB(n,p)alorsY =n-X— B(nq).

4 Loi géométrique
Soit pelo,1[.

On lance une infinité de fois une pieéce donnant pile avec probabilité p. Les lancers sont indépendants.
Soit X la variable aléatoire du succés au ne lancer : elle vaut 1 si c'est pile, et 0 sinon.

(Xn)nerve ©st une suite de vadiid, toutes de loi @(p).

woliniznomsaq

Soit X la variable aléatoire du rang du premier succes : pour tout we Q, X(w) = min{ke N*, X (w) =1}

Soit ne IN”.
n

e (X>n)=()(X;=0), donc, parindépendance,
k=1

P(X>n)=(1-p)". upIDMas

n-1

« (X=n)=(Xn=1n [ (Xg=0), donc, parindépendance,
v k=1 E

P(X=n)=p(l-p"-1,

« En passant au contraire,

PX<m=1-(1-p".
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« Soit Al'événement « N'obtenir que des facesy, et A, = (X > n).

Alors (Ap) est décrolssante et A= (| Ap.
nelN*
Par continuité décroissante,

P(a)=o.

P(A)=(1=-p)"

n—+oo

e e e

Définltion : Loi géométrique

Soit p€]0, 1| et X une variable aléatoire discréte. On dit que X suit une loi géométrique de parameétre

p si X est a valeurs et

On note X ~4¥(p) ou X — ¥4 (p).

VneN*, P(X=m=pl=-p". | X

Remarques

—r

{ B L A8 73400
! R1- Premiére loi dénombrable du programme. On vérifie bien } P(X=n)=1.
n=1

rR2 - De nouveau, on calcule (& savoir faire!)

+00 '
PX>nm=P [_| (x=k)]=...-_-(1_p)n.

k=n+1

+ 7

! Exemple : Situation type £ £ 3 Vel 3 ‘ ; bz Y
Le rang du premier succés dans une répétition infinie d'épreuves de Bernoulli indépendantes de paramétre p''
suit 4 (p). ; i
5 Loi de Poisson el ? sl il Sl b s de Shrd

Définition : Loi de Poisson

R

Soit A€ R} et X une variable aléatoire discréte. On dit que X suit une loi de Poisson de parametre 1

si X est a valeurs et T

n

A
VnelN, P(X: n)= Fe"‘. s

On note X - 22(A) ou X — ().

[' Remarque
‘Z +0o

' Onvérlie bien Y P(X=m=1.
{

; n=1

é Propriétés des lois usuelles

° Somme de n valid de Bernoulli DTS

Propriété : Importante!

Si X1,..., Xn vaiid de loi B(p). alors

Xi+...+ X, — %B(n,p).

Variables aléatoires discretes - page 17
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Démonstration

P(X)+...4+ Xp=k)= Y PXi=x)--PXn -x,,):( )p (l-p]"'k. O
X1 pen X €00,1]
bt rp=k
' Remarque

[

9 ! y H . » -

| Plus généralement, siles X; indépendantes suivent B(n;, p), alors X + -+ + Xy — B(L n;, p).
Q Variables aléatolres sans mémoire et loi géométrique

Définition : Variable aléatoire sans mémolre

Soit X une variable aléatoire & valeur dans IN*. On dit que X est sans mémoire lorsque

Y,k elN2, P(X>n+klX>nm=P(X>k)

avec, pour tout ne N, P(X > n) #0.

I Propriété : Caractérisation des lols géométriques

Les variables aléatoires X sans mémoire sont exactement les variables aléatoires suivant une loi
géomeétrique, de parametre p=P(X =1).

!

Démonstration

Si X suit une loi géométrique de pcrametre p.alors p=P(X = 1) a voleurs dans N", si ke N, P(X'> n) =1 -pjn
d'aprés un calcul ci-dessus et { vy . ) ) 20ty 25 13 PO

P(X>n+ketX>n) _PX>n+k) o
P(X>n) - PiX>n)

P(X>n+k|lX>n)= =(1—p)k=P(X> k).

Réciproguement, si X est sans mémoire, en prenant k=1, on obtient
PX>n+1)=P(X> n+1|x> nP(X>n) = P[X> 1)P(x> n).

On a donc une suite géométrique et pour tout ne N, P(X> m) = (P(x'> mn.
Or,avec p=P(X=1)=1-PX>1). donc P(X>n)=(1-p)". , s
Et, enfin, PIX=m =P(X>n-1)-P(X>n=0-p)* 1 -(1-p)" = p-p)""! : on a bien une loi géométrique &
condition que pe€]o,1(.

+o0 4 ‘
Orp=P(X=1)=1-P(X>1)<1etP(X>0= Y p(-p)*'>0donc p#0. 0
n=1 ; ‘ $

G Approximation d'une loi de Poisson par des lois binomiales

Proprieté

Soit 1> 0, (pu)n €10,1[N tel que np, — A, (Xn)n Une suite de variables aléatoires discrétes réelles.
On suppose que pour tout ne N, X, — 2B(n, py).

Alors, pour tout kelN, P(X, = L) —_— A—e L

—+o0 k!

0 g ‘

| Remarque Wadr

.‘: Une loi binomiale @(n,p) (Qui peut étre vue comme nombre de succés dans la repehhon de n epreuve de
I Bernoulli avec probabilité p de succés) peut donc étre approchée par une loi de Poisson 27(4) oU A = np & condition

que nsoit grand et p= % soit petit.
La loi de Poisson est qualifiée de loi des evenements rares.

gl | ' .

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Démonsiralion

(npa ¥ -pp)t Ake=d

(o (L=pp)k. n—teo M °

On vérifie que lorsque n - +oo, P(Xy = k) ~

9 fintie

7 Exercices CCINP

1 Exercice : CCINP 98 319 fr o 91]

Jl Une secrétalre effectue, une premiere fols, un appel téléphonlque vers n correspondanis distincts. a

| On admet que les n appels conslituent 2 expériences Indépendantes et que, pour chaque appel, la probabillité
I d'obtenlr le correspondant demandé est p (p€10,1(). feh Y- SOUIN

| Solt X la varlable aléatolre représentant le nombre de correspondants obtenus. ) it

| 1. Donner la lol de X. Justifier.

|

2, Lasecrétalrerappelle une seconde lolé, dans les mémes condillons, chacun des n—X comespondants qu'elle
i ~n'a pas pu Joindre au cours de la premlére sérle d'oppels. On note Y la varlable aléatolre représentant le
! nombre de personnes jolntes au cours de Ia seconde sérle d' appels

(a) Solt i € [0, n]. Déterminer, pour k€N, P(Y kIX=i).

(b) Prouverque Z=X+Y ‘'sult une lol binomiale dont on déterminera le parametre.

Indication : on pourra utlliser, sans la prouver, I'égalité sulvante : [:::)(':) = [f} (:J
(c) Déterminer I'espérance et la variance de 2. ' ‘ ' .

1. L'expérience est la suivante : I'épreuve de |'appel téléphonique de la secretmre vers un correspondcnl est
répétée n fois et ces n épreuves sont mutuellement indépendantes.
De plus, chaque épreuve n'a que deux issues possibles : le comespondant est joint avec la probabjlité p
,. (succes) ou le comrespondant n'est pas joint avec la probabilité 1- p (échec]. .
i La variable X considérée représente le nombre de succes et suit donc une loi bmomlcle de porometres (n, p).

C'est-a-dire X(Q) =[0,n] et Vke[0,n] P(X=K) = ( ]p a=p)"*,

2. (a) Solt i [0, n]. Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n—i comespondants lors de la seconde série
d'appels et donc : :

P(Y= kIX—z)-{ ( ) k(1= pyn=i-k i ke o, n—:]]()smon

(b) Zy)=]o, n]]erke][O n])P(z k)= ZP(X—an L-z)-}:P(Y k—an ’)P(X:i].
i i=0 ‘ i=0 | A

tf Soit k € [0,n]. D'aprés les questions précédentes, P(Z=k) = Z[" )( )p 1= )2"""
Or, d'aprés I'indication, [~ ¢|("] = [*](”
r, d'aprés |'indi i) = (i)l

; k [ AN Vi heLt dsd
DoncP(Z:k)=Z(,)(L]p a- p)z"'k' ()p a- p)z""‘z[) °F p]. iy ] Ao

i=0

Donc d'aprés le binome de Newton, P(Z=k) = { )p (1- )2"‘1{f-” ( )[p(Z-p)] (a- )z)n-L_

On vérifie que 1-p(2-p) = (1 - p)* et donc on peut conclure que : | i

Z suil une loi binomiale de parameétire (n, p(2 - p)).

r— 2

Remarque : preuve (non demandée dans |'exercice) de I'égalité proposée dans I'indication :

n=il(n] _  (n-i)! ol n! Aokl eind e ae k) o
k=i|li] " (n=kNk=D dn=-i " (k=Dn=KNit (k=D ki(n=k)t ~ \iJlk)

(c) D'aprés le cours, comme Z suit une loi binomicle de paramétre (n, p(2~ p)), alors, E(Z) = np(2 - p) et
V(Z)=np2-p)(1-p2-p)=np2-p(p-12

e S R e

s
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| Exerclce : CCINP 95 ok namsq
Une urne contient deux boules blanches et huit boules nolres.

1. Un Joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne. Pour chaque boule blanche firée,
Il gagne 2 points et pour chaque boule nolre tirée, Il perd 3 polnts.
On note X la variable aléatolre représentant le nombre de boules blanches firées.
On note Y le nombre de polinis obtenus par le Joueur sur une partle.
(a) Déterminer la lol de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la lol de Y, son espérance et sa variance. 09 s

2. Dans cette question, on suppose que les cing llruges successlfs se font sans remise. - , ;
d(a) Déterminer lalolde X. 3 « i 1o eatanGisngr B dhnaivieprs virsutifaaom slsnan b i wup 1 1hi:
(b) Déterminerlaloide Y. oy AEy ik ! ;’-' l"f :. &N Hetdo’b
1. [a) L'expérience est la suivante : I'épreuve "le tirage d'une boule dans I'ume' Vest repetee 5 fo:s Lo
¢ iiCcommelles tiroges se font avec remise, ces 5 épreuves sont: Independcnies A g
: Chaque epreuve n'a que deuxissues poss1bles lej joueur hre une boule blonche [succes cvec Io pro-
babilité p= -2— = -) ou le joueur tire une boule noire (echec ovec Ic probcbnlnte —] 2 '
La variable X conmderee represente donc le nombre de succes au cours del' experlence ét sult donc
une loi bmomlole de pcrometre (5, —)

C'est-a-dire x;n1 [o.5] et : 'chlo 5], P(X= k) = (]( ] ( ] Ly

) s 1 1::1 1) 4 - (4T VAT ROl MEL RSl
Donc,d'cpreslecours,E(X):Sxg;lefV(X):SxEx(l——]=-=q,a, Lroy :

(b) D'oprésles hypothéses, on a Y =2X -3(5-X), c'est-G-dire Y=5X =15,

On en déduit que Y(Q) = {5k-15avecke [0,5]} .

—

Etona Vke[U.S],P(Y=5k—15)=PIX=k1?[k](g) (g) 2

Y =5X-15, donc E(Y) =5E(X)-15=5-15=~10.

" 4
De méme, Y=5X-15, donc V(Y)=25V(X)=25x = =20.

2. Dans cette question, le joueur tire successnvemem sans remise, 5 boules dans cette ume.

[a) Comme les firages se font sans remise, 'on peut supposer que Ie ]oueur tire les 5 boules dans l'ume en
une seule fois au lieu de les tirer successivement. Cette supposmon ne change pas la loi de X.
X)) =[o,2]. \ f
Notons Al'ensemble dont les éléments sont les 10 boules muholemenf dans l'ume.

0 est constitué de toutes les parties & 5 éléments de ‘A. Donc cardQ = (l;) ' ?

Soit k€ [0,2]. Ed Lt ety

i

L'événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5— k) boules noires dans I'urne.

lla donc ( ) possibilités pour le choix des boules blanches et ( ) possibuhtes pobrle choix des boules
(2] 3 ( a ] | ' . | |
k 5-k ‘ 4 VP11
k)= —————. p ; '

10
5
[b): On a toujours Y =5X-15. ‘
On en déduit que Y(Q) ={5k-15avec ke [0,2]} . \ fnl

noires.

Donc:Vke[0,2], P(X=

El onaVke[0,2]. P(Y =5k-15)=P(X=k) = {) [ )

e

Variables aléatoires discrétes - page 20
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\Y Espérance
1 Defimtion

e e,

Définitlon : Espérance d'une varlable aléatoire discréte réelle positive

Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,s/,P), & valeurs dans R*.
L'espérance de X est, par définition,

EX)= ¥ P(X=xx
XEX ()

On a donc E(X) € Ru{+oo} suivant la sommabllité ou non de la famille réelle positive (P(X = x)x) xe x(q-

Définition : Esperance d'une variable oleafolre dlscrefe reelle

Y —— ————

Soit X une vcnoble aléatoire réelle discréte sur (Q, <7, P).
Lorsque la famille (P(X = x) x):ex) €5t sommable, on dit que X est d'espérance finie, eton defmlt son
espérance

EX)= Y P(X=xx
xeX(Q)

Dans le cas contraire, X n'a pas d'espérance (pas plus infinie que finie)
Lorsque X est d'espérance finie et E(X) =0, X est dite centrée.

! Remarques

R1 - Une expression équivalente a « X est d'espérance finie » est « X a un moment d'ordre 1 ».
rR2 - Une variable aléctoire réelle finie est toujours d'espérance finie (programme de MPSI).
rR3 - Une variable aléatoire réelle positive & valeurs dénombrables [x,,) nely est d'espérance finie si et seulement ymaa

" lasérie Y P(X=xp)xy converge absolument etoIOrsE(\’) ):P(x TRIER A A | RIGeD sy B 12570

vofy ten adety nelNy oz ) [ =0 s

R4 - Ne pas confondre « cenfree n et « symetnque » s P(X =1)=P(X=2) = P(X =3) = P(X = -6) = 1/4, la variable:
aléatoire X est bien centrée. Pour autant, X et =X n'ont pas méme loi.

2 Théoreme de transfer'r

¥ M t wie N v ! 1Y
] < ol: fee ainl 1t I 3 ! LERE / H Npald CONON A : ¢
I Théoreme

Soit X un variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, .cJ P), f une fonction définie sur
X(Q), a valeurs réelles.

f(X) est d'espérance finie si et seulement si la famille (IP(X x)f (x)),e\m, estsommab!e etdans ce
cas ;

E(fx)= Y. P(x x)f(x)
xeX())

[T Remarque

i Pas besoin de connaitre lo loi de f(X)!
i ‘

Démonstration : Non exigible |
Pas si difficile : il s 'agit d'une opphcation duI théoréme de sommalion par paquets, en pcrtmonncnt
X(Q) por les I, = ~yh pour y € f(X)) (et en oloutont des valeurs absolues pour la sommabililé :
P(f(X)=p|y|= ): P(X =x)|f(x)]). '
Cela donneTéquwolence et permet de calculer

Variables aléatoires discrétes - page 21
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L=202e .

Com—T T O I T Y 6
B

E(f (X)) &tmYerma] sonYom P30 day) Lyt Yoo imea PRy (x) e e=Y=PX =X () u]
YESIX(Q) X;E\)(Q) (X, ))ES(X(Q))x X(Q) xeX(Q)
(x=y f=y

pEmmm——  Corollaire [— KB T2H I bt ; NS SR TS
X a une espérance finie si et seulement si | X| a une espérance ﬁn:e

Le cas échéant, E(1X))= Y P(X=x)Ixl. ~ '
xeX(Q)

pmm—— Corollaire o : SN LAY - ‘

Un:quement dans le cas ou Q est ﬁnf ou denombroble X est d esperonce ﬂme sr et seulemenf Si
(P({wh X (@))wea esfsommcb!e ef dans ce cas s :
4 § ) =l S L ESIR 1 i« 233
E(X) = Z ]?({w})X(w)
weQ .
AL s oo - R ATAT A AL s
" i\ "
Remarque
=T TR STt
{ | in
‘ ;‘. 7!‘. 1
Démonstration : : ety e
C'estun peu astucieux! Considérons la variable aléatoire ¥ =idq et f = X alors, le théoréme préc;éden’t_ dit que
X = Xoid = f(Y) est d'espérance finie si et seulemen’r Si [P(Y w)X(w)] [lP({w})X(w)) i est sommable et dans
ce Ccas, (H-i ICH Al TS 4 »
E(X) IE(XOY) H l?(Y=w)X(w] hD P((w})X(w) 1DWNDD DI ! o O
ageﬂ : oA fueﬂ ;
Il Exercice : CCINP 97 T Al G
‘ ' Solt (X,Y) un couple de variables alfu!olres a valeurs dans N? dont la lol est donnee par:
] ]+
g +L)( )
2 =
vu,k) EN?, P((X,V)=(j,k) = I

1. Déterminer les lois margincles de Xetde v.
Les variables X et Y sont-elles Indépendantes?

2. Prouver que E[2X+Y] existe et la calculer.
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3 Propriétés de I'espérance

Une espérance peut étre vue comme une intégrale, ce quirend toutes ces propriétés naturelles.

POLIBER  Cropiote R RV I S SR NG L AR T B

, X et Y désignent deux variables aléatoires réelles discretes.

(i) Si X est constante presque sirement, c'est-a-dire qu'on a a€ R tel que P(X = a) = 1, dlors elle est
d'espérance finie E(X) = a.

(i) Linéarité :si X,Y sont d'esperances finies et AeR, X+AY l'est et E(X+ M’)
(iii) Positivité : si X >0 d'espérance finie, alors I2(X) > 0.

De plus (positivité améliorée), si X >0 et 15(X) =0, alors X est nulle presque surement.,
(iv) Croissance :si X <Y d'espérances finies, alors IE(X) < I5(Y).

| )

T(X)+AE(Y)

Si X est d'espérance finie, X - (X) est cenirée el appelée variable aléatoire centrée associée a
X.

(vi) Inégalité triangulaire : Si X est d'espérance finie, |E(X)| < E(X).

(vii) Si Y est d'espérance finie et |X|< Y, alors X I'est et |EX)| <E(Y): ' od -
l En pcmcuher si X est bornee elle est d'espérance finie.. . f

Démonstration

(i) Immédiat. e

(i) Linéarité : Soit Z = (X,Y) variable aleatoire discréte a valeurs dans E = X(Q) x Y ().
. — R

Soit f: Alors T= X+ AY = f(Z).
(X,9), = X+Ay

Variables aléatoires discrétes - page 23
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TR

(il

(iv)

D'aprés le théoréme de transfert, T est d'espérance finie si et seulement si [P(X =xY=yx+dy ))u,y,g,; est

sommable.

Montrons que (P(X =x,Y= y)x) c est sommable.

ry)ER
On ufilise le théoreme de sommation par paquet avec la partition (X () x (y1)yey -
Pour lout ye Y(Q), {
; L 0SPX=xY=plx|<P(Y=y)|x.
Or (P(Y = y)lx) ey qy €5t sommable, donc (P(X = x,Y = y)1xl) ey q I'est et

Y P(X=xY=y)lxl=P(X=xx.
ytY(ﬂ) r -

Or X aune espemnce fini, donc (P(X = x) |x]) est sommoble D' opres le théoreme de sommabilité par paquet,

(mx x,Y= y)x) esf sommable.

De méme, on monlre que (P(x =x,Y=y) y) (yI€E est sommable..

On en déduit que [IP(x =x,Y=y)(x+ Ay)) (ry1€E est sommable, par la formule de transfert, X+AY a une espé-

rance finie donnée par

EX+AY)= ) P(X=x,Y=yk+Ay= .} PX=xY¥=yx+1 ¥ P(X=xY=yy=EX)+AE{Y)
(x,y)eE o XYIEE “Ax,y)EE - T N e

en utilisant la sommation par paquets (deux fois).
Pasltivité : Immédiat. :

Six>0etE(X)=0= Y} P(X=xx, somme (finie ou dénombrable) de termes posmrs donc pour tout xe X(n),
xeX(q)

x=00UP(X=x)=0.Donc P(X=0)=1: X est nulle’ presque partout.
Crolssance : Y - X >0 d'espérance finie : uliliser la linéarité. BIORANNGE 129 334 412 o

(v) Conséquence de la linéarité de de I'espérance d'une variable cléatoire constante.

(Vi)

Inégalité triangulaire : |X| est d'espérance finie par théoréme de transfert et —|X| < X <[X] puis la croissance.

(vi) Y est d'espérance finie, donc (yP(Y = ))yey(n) st sommable.

Soit fi:x,y)—x, fa:(x,y)—~yet Z=(X,Y).

On a X = fi(X,Y) = f1(2) donc la formule de transfert dit que X a une esperance rnie si et seulement si
(P(Z= (. NNz peziy = (PX=xY = )')x](x;)eZ(m est sommable. :

Mdis si (x, ) € Z(Q), il existe w e Q tel que X(w) = x et Y(w) =y donc [x| < y. Alors

PX=xY=)kl<PX=xY=yy=P(X=x,Y=))falx,)
Mais comme Y = f(X,Y) a une espérance finie, le théoréme de trohsfert nous : dit que ‘
(P(Z = (x, ) f2(x. ) (s ppezian = (PIX =X, Y = DY)z ez €5t sommable.
Donc (P(X=xY = y)x), ez |'est et X a une espérance finie.

Puis inégalité triangulaire et croissance. P

"  Notation

L'ensemble des variables aléatoires'réelles discrétes sur (Q,«,P) admettant une espérance finie est '

t donc un R-espace vectoriel noté £'(Q,«/,P) et X — E(X) est une forme linéaire sur £'(Q, 7, P).

4

(i) Si X — B(p), alors E(X)=p.

(ii) Si X— SB(n,p). alors E(X)=np.

Espérances des lois usuelles

Propriete : Esperance des lois usuelles

fii) Si X —<a(p), alors E(X) = %

{iv) Si X —22()), alors E(X) = A.

" Remarque

L'espérance d'une loi uniforme est la moyenne arithmétiques des valeurs {(en nombre fi n|) pnses par Io variable
cléatoire.

Variables oléatoires discrétes - page 24
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monstration

14

Dans tous les cas, la variable aléatoire est & valeurs réelles positives.
\\.‘, .. ! $ : X J V4 1.4 S ."'
(i) E(X)=p-1+(1=p)-0.

(i) L'espérance ne dépendant que de la |OI on peut se plccer dcms le cos porhculler ou X Xl 4t +_}f,, avec
X1,...,Xn vaiid de loi 88(p). Alors, | AbEdy:
E(X) = nE(X,) = np.

(i) On calcule en reconnaissant la dérivée d'une série entiere géométrique convergente, avec 1 -p€]o, 11,

E(X)= -’f (1 )n -1 z Qi ‘n ] 1 1 , ;
n - n = if
frpeuine = 1 P ‘-P | pn 1 s SHAE p(l u_pnz p HEp e ;
(iv] On calcule, en reconnaissant cette fois une SéﬁeAexDQUe,nﬁelllie np
R T el ulhled ol yertariola T T
E(X) = Z n—e = Ae” =A ! O
n=0 n=1 ("7_1)! GG i ticinny: 100 9 rava (3 ¢

| 19V S "

- < s ’ - v T LT > . { .
. l g4 /8 AT /4 1 b ’ R
RURBREES. " ol SRR ORI NN Gl SR SV A S SRt T Lo I Vil wk b, Wl St atia i e A R AT
.
.

Son Aun événement de notre tribu «7. Alors 14 a une esperance finie et IE(ILA) =1P(A). )

———— . — o — - T R AT I S U St ™ s V| G D A T S, ST AL, YWD TV Al S e OO T BT A Al | AT B UV W CP AT P s TGN G G TSI DI TR T WA V) TN B D TSR MR Gk TSI G E v — W w4 v ot
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Exercice : CCINP 111 £0!

: k =
On admel, dans cet exercice, que : VqeN, Y | |51 converge etv.te] L, l[, Z Pl —_—
k>q " k=q AT R

Soit pelo,1[.
Solt (0, «#, P) un espace probabllisé. i i i
Solt X el Y deux varlables aléatoires définles sur (2, ¢, P) eta voleurs dans N o
On suppose que la lol de probabllité du couple (X,Y) est donnée par

n n ; i
Y (k,m) € N?, P((X:k]n(Y=n))={(k){%]-”“"”)" SkStinnniqea’t erlubéb m (d)
0 sinon '
1. Vérifler qu'll s'agit blen d'une lol de proboblllte ek s ors o Al : e
2. (a) Déterminerlaloide Y. j RN el .
(b) Prouver que 1+ Y sultune lol geomehique : :
(c) Déterminer I'espérance de Y. : ! £

3. Déterminerlalol de X.

1. Onremarque que Y (k,m) eN?, P((X =k)n (Y = n)) > 0.
(X, Y)() ={(k.,n) eN?tel que k< n}.
Posons ¥ (k,n) eN2, pr., = P((X = k)n (Y = n)).
¥neN, ) pin converge (car un nombre fini de termes non nuls)./
>

+00 n n l n l n n n 1 n
€ Y pkn= 3 k}(—) pa-p=3] pu—p)"Z{_]=[-) p(1=p)"2" = p(1 - p)".

Deplus. Y pli-p)"=p Y (- p" converge (sene géométrique convergente car (1-p)€]o.11).
n>0 n>0

1
Et l n = l n = ol 1t S 0 B ¥
Z pl-p) p’?;O( PP
Donc on définit bien une loi de probabilité.
2. (0) Y)=N.
Soit neN.

P(Y=n)= Z P((X= k)n(l’—n]) (lon mcrglnole) o
k=0 e PO

{

n n' e
Donc, d'aprés les calculs précédenfs, P(Y=n)=) :) (%] pl-p)=pa-p=.
. k=0

C'est-a-dire, Y¥neN, P(Y =n) = p(1-p)".
(b) Posons Z=1+Y.

Z(Q)=N*etV¥neN*, P(Z=n)=P(Y =n-1)=pl-p)"L

Donc Z suit une loi géométrique de paramétre p.

111

(c) D'apres la question précédente. E(2)= ;17-'.
OrY=Z-1donc E(Y)=E(Z)-1 et donc E(Y)= l——p—p }
3. X(Q)=N.

+o0
Soit keN. P(X=k)= ) P((X=k)n(Y =m)) (loi marginale)
n=0

n n-k
Donc P(X=k) = ()( ] p(l-p)"—p{ ] (l—plk ( ]( (l-—p)]
n=k

Donc, d'aprés les résultats admis dans I'exercice, P(X = k)= p (5] (1- p]k—ﬁ
1-=(1-
[1-30-7)

i

k1 MR TR S UL

' “ k H
C'est-a-dire P(X=k) = P[%) a- P’k’(l +pF

Donc,YkeN, P(X=k) = [
l+p 1+p
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kxercice : CCINP 103
Remarque : les questions 1. et 2. sont Indépendantes.
Solt (0, </, P) un espace probabllisé.
1. (a) Solt (4,42)€ (10, +oal)2.
Solt X; et X, deux varlables aléatolres définles sur (12.</,P). ¢ ¢
On suppose que X) et X, sont Independantes et sulvent des lols de Polsson de parametres respecitifs A,
el Az,
Déterminer la lol de X) + Xa.
(b) En dédulre 'espérance et la varlance de X; + Xa.
2. Solt pe)o,1]. Solt A €10, +ool. |
Solt X et Y deux varlables aleulolres définles sur (0,7, P).
On suppose que Y sull une lol de Polsson de paramétre A.

On suppose que X(Q) =N et que, pour tout meN, la lol condltlonnelle de X sachant (¥ = m) est une lol
binomlale de paramétre (m. p). ' ’

Déterminer la lol de X. I ab 5001
1. (a) X1(Q) =N et X2(Q) =N donc (X; + X2)(Q) =
Soit neN. (X1 + Xz =n)= kCJ ((X; = k)N (X2 = n-k)) (union d'événements deux & deux disjoints).
=0 ¢
Donc

n
Y P(Xy=kn(X2=n-k) -

P(Xy+Xa=n) v A
k=0 ‘

n
= Y, P(X1 = kIP(X2 = n—k)carX, et X; sont indépendantes:. /
k=0 | ; B
k -k — 2
k! (n—k)' n! k=0 k'(n-k)'
—(1,+2
= l_z_) : ,1",1"- G -(Mﬂbl('l_l"'./‘z_)" . !
n! n! Ie

Ainsi X1 + Xz — P (1) +12).

Remarque : cette question peut aussi étre traitée en utilisant les fonctions génératrices.
(b) X1 +X2—2(1+4;) donc, d'aprés le cours, E(X1+X2)=A1+A et V(Xj +X2) =) + 4.~
2. Soit keN, P(X = Z PUX=kn u'_ m)) = 2 Py=pm)(X=KkIP(Y = m).

m=0 ; m‘O

Or, par hypothése,

m k -k . 1
pra-pm sik<m ‘
VYmeN, Py=m)(X=k)= (L] ; " 1

0 : sinon ,
Donc \
prEe = "f’ m o k- )m-ke—AA _Ap Z [A(l—p]]'f" t \
ek m! m=k (m~k)!

I

-H’ (Ml“P]]m S -H’ k, A(1=p)
Z o AR e ’

Ainsi X — @ (Ap).

2 |s]e
Exercice : CCINP 108

Solent X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace proboblllse (Q, s, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la lol du couple (X, Y) est donnée par: |

Y(i,j)EN?, P(X=DNn(Y=j))=

. .
{ Y
|

eziﬂj!
1. Déterminer les lois de X et de Y.
2. (a) Prouver que 1+ X suit une lol géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.

Variables aléatolres discrétes - page 28
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Proprieté
ARSI ST

Soil X une variable aléatoire discrete admettant une espérance finie. Pour tout a >0,

(b) Déterminer |'espérance et la varlance de Y.
3. Les varlables X et Y sont-elles Indépendantes ?
4. Calculer P(X=Y).

: s L S o Pl
1. Vi, D eN?, PUX=D)N(} == Ry

X()=N
Soit i eN.

e TS oY Y = - convergeefz;l ‘l :
120521+lj! e2i+l j?ol e2i+ j! 2i+1

T rux=inw=j)d P(X')Eol L. Sdigeol
=f)= =i)n = onc =1l)= — —_—= .

OrP(X=i) ,-)=:o (X=i)Nn(¥ =) i el i gitl Pk
Conclusion: VieN, P(X =
Y()=N. Tolols
Son]sN

( ] converge (série géomeétrique de raison —] et Z

i>0 82”1 28}',>0 21+11 2ej!

+00
OrP(Y=j=), PUX=Dn (V.= ).
i=0

1 U L2 1 § LIRS e | 1
Donc P(Y=j)= ) ——=— (_) i ol i et
S E{)EZ”"]! 2ej! jsp\2 2ej! 1 ¢j!

1

Conclusion:YjeN, P(Y=j)= T

2. [(a) Onpose Z=X+1.
Z(Q)=N " :
Tl gyt
De plus, Y¥neN*, P(Z= n)——P(X n—l)———-é' 3 :

1
Donc Z suit une lol geometnque de pcrcme'rre P=3

Donc, d'apreés le cours, E(2) = %:z et V(z)-_-")—zp':z. [rstons 7 s

Donc E(X)=E(Z-1)=E(Z)-1=2-1=1el V(X)= V(Z‘—' 1)=V(Z’] =2,
C'est-0-dire E(X)=1et V(X)=2.

(b) Y suit une loi de Poisson de paramétre A =1.
Donc, d'apreés le cours, EN=V()=21=1

3. 0Ona:Vvi, J) eNZ, PUX=i)n(Y=j)=P(X=0P(Y= D Donc les variables X et Y sont mdependcntes
4. (X=Y)= U UX=Kn(Y =k) et il s'agit d'une union d’'événements deux a deux incompatibles donc :

keN
+0o0 S +00 1 +oo( ] 1 a
'P(X=Y)=_’§P((A={c)o(Y_.=L))—Zeztﬂ k,- ~
=0 X 0
Donc P(X=Y)= —

2y’ disiich el 1

6 Inégalité de Markov . .

E(X])

PUXIZza <

" Remarque

LE(XD

On aaussi P(X]| > a) <

Variables aléatoires discrétes - page 29
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Ué&monsiratioh
Soit Y = | X]. ¢ ol

Premlére méthode : Y étanl positive,

BY)> Z P(Y=y)y>a Z P(Y =y)=aP(Y 2 a).
y=a yza

Deuxieme méthode :Théoréme de transfert

E(Xp= Y, P(X=xlx<a ) P(X=1=aP(X|Z>a)
xeX(0) 1212a .

Trolsléme méthade : 1y>4 < ¥ et croissance de E.

7 Espérance etindépendance

I FProprieté 28 Sl 2 S8

Soit X, Y deux variables o!ectoxres indépendantes admettant une esperance finie. Alors XY a une }
espérance finie, et |

E(XY)=EMXE(Y).

Réciproque fausse en général. : J

Démonstration

On utilise le théoréme de transfert appliquée a f: (x,y)— xy.

fIX,Y)= XY est d'espérance finie si et seulement si (P(X = x. Y = ¥)X¥) (1, yye(x, vy €5t sommable, ce qui équivaut,
en gjoutant des zéros, @ la sommabilité de (P(X = x.Y = y]xy](,, )eX(ﬂ]xY(ﬂ) =(P(X= x)"‘P (Y = 13t pex@x vy PAr
indépendance.

On est ramenée a une «suite double produit » qui est blen sommoble car X et Y ont des espercnce finies et
dont la somme est le produit des esperonces

Contre-exemple : Soit X; de loi Px, = 6o+ }(8, +6_1) lE(Xl) 0. Et X2 = L(xy=0),

Alors X1Xz =0 donc E(X] X2) =0=E(X1)E(X2).

Pourtant X;.sz CGI’P()q—l X3 = 1)-U¢P(X -I)P(Az—l)—ﬁ it (f oS Ahh o

Remarque :

Cette formule se généralise par récumence & une suite finie de. vonables oleotonres mutuellement lndepen-
' dantes, via le lemme des coalitions (si X, d..., Xu+1 sont indépendantes, alors X - -Xn etlx,,ﬂ sont bien indépen-
l dantes.) Mais celle generchschon n esi pcs av progromme oﬂlcrellemenf ‘ :

o! ' 1

fi
'
[

Vv Variance et covariance : ' ' - ¢

1 Moments i1 ‘

Sous réserve d'existence, les moments d'une variable aléatoire sont les parameétres numériques qui donnent des
renseignements sur sa loi. En général, on se limite aux moments d'ordre 1 [espérance) et d'ordre 2 {permet d'obtenir
la variance).

~

Définition

Soit X une variable oléatoire réelle discréte sur (2,«,P). Soit p>1 (p réel).
On dit que X admet un moment d'ordre p lorsque X7 est d'espérance finie.
Le moment d'ordre p de X est alors

E(X¥)=") P(X=x)x".
xeX(£))

On note £7(Q,<,P) I'ensemble des variables aléatoires admettant un moment d'ordre p.
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l Si deux variables aléatoires réelles discrétes X et Y sur (Q,«,P) ont des moments d'ordre 2, leur
fi produit est d'espérance finie, et
L (EXYNKE(XY)E(Y?) G0 M~,J
i - f L | oy nu z
Yémonstration / | GUP DIOMGUR
IXY|< %(x2 +Y?) est d'espérance finie, puis on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz & la forme bilinéagire
symeétrique positive (X,Y)— [E(XY). Ciadimtinm D
infuaing ol g ~onnihoea aey lambin 7 ¢ vavueti §
- Corollaire i) € angmnt it efla Juribin 7 A
gL 2% (0,«,P) est un R-espace vectoriel. ’ : 7

v Vom0 i
Propriete { giat iy : RN

t Si une variable aléatoire réel!e‘discréré admet un moment d'ordre 2, elle est d'éspérance finie. ]

L

LTS v
pémonstration (] et et # R WD K
Premiére méthode :Inégalité de Cauchy-Schwarz & appliquée a X et 1.
Deuxiéme méthode : Comment dans la preuve, precedenle IX| IXx 11< (X2+1]

|' Remarque ' Fs 1 SRE

;) Donc £%(Q,, IP) estun sous-espcce de .Sf‘(n o,P). % !

2 Variance et ecari type:: 5 oius rvitivnos B aonoioy aru pitamsn 1. st 14 anm

[ Défirition : Variance, écart-type, variable réduite ¥ ]
| Soit X un variable aléatoire réelle discréte admettant un momenf d ordre 2

On appelle variance de X le nombre

VX =E(X-EX)’).

On appelle écart-type de X le nombre o(X) = VV(X) = /E((X - E(X))?)
{ Lorsque V(X) =1, X est dite réduite.
" Remarques 3k JHASREARA "

R1- V(X) est le moment d'ordre 2 de la variable cleotonre centree associée a X X- E(X) Par positivité de
i I'espérance, V(x) >0 donc |'éccari-type est bien défini. ' ‘ \ |

R2 - L'écari-type s'interpréte comme une distance euchdrenn_e dans R" entre le vecteur dont les coordonnées
sont les valeurs prises par X et le vecteur dont toutes les coordonnées valent E(X). C'est donc un indicateur
de dispersion de X autour de sa moyenne E(X).

R3—- Ne pas hésiter @ noter m = IE(X). Il est plus facile & visudliser B(X - m) = E(X)—-m = 0 que
E(X-E(X) = E(X)-E(X) =0, par exemple.

R4 — D'aprés la formule de transfert, siles valeurs prises par X sont les x; pour i e I et m=1E(X),
ViX)= Y P(X = x;)(x; = m)2.

i€l

Variables aléatoires discrétes ~*page 31
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M o
RS- Plus la variance (et donc I'écart-type) est petit, plus X est concentrée autour de sa moyenne m = [£(X). <
Le cas extréme est pour une variable aléatoire constante : V(X) =
Réciproquement, si V(X) =0, alors Yx € X(Q), P(X=x)=0o0ux=m=[ (\) Autrement dit, P(X # m) = 0 ou encore

P(X=m)=1: X est constante presque sGrement.

n

' Exerclce : CCINP 100
Solt 1 €0, +00l.
Solt X une varlable aléatolre discréte & vgleurs dans N*.

On suppose que YneN*, P(X=n)= FTTYITTE R

1

1. D medl e T T T T T T T T T —— s r—
2, Calculer A,

3. Prouver que X admel une espérance, puls la calculer.
4. X admet-elle une varlance ? Justifler.

A e

i
|
!
|
|
|
1 1
] . On oblient R(x) = _x it
|
i

n>1 n>1 (n+1)(n+2)
Donc X admet une espérance.

" (n+1)(n+2) +0 n2

x+1 2(x+2)'
2. Soil NeN®,
1 1 1 N 1 N+l] lN+21
PIX<N)=A —-_+_)-,1 11 V1,1
Z 28 Ak 2nt2) znz-:l" rugz"+2y§3"
Et donc, apreés télescopage, ( ---l- X . c'est-a-dire :
i PO N N = 2 Nal | 2Ne D), 2N+ D i
f| PX < ( ] )
L ¢ A 4 2(N+1) 2(N+2)'( Howeaoena g
| Or lllll PX<N)=1.
| .‘ 00 ~(Ir L S - . 1 3 t
1 Donc d'aprés (*), A =4. ' ‘
4! 5 o ¥ 4 4 ehadiam amaruad
; 3. Y nPX=n)= Z —————— converge car au voisinage de +c0, —————— ~ —;.
|
{

n n n+1
Deplus, YneN*, Sp=Y kP(X=k) = ( ] 1 )., 4susipmey
e ; 3 E‘\ RA E,(k+l)(k+2) k+1, Tk+2 Zlc+l E‘zkﬂ 2‘ n+2° ,
2.

Donc  lim ):kp(x K=2etEX)=

!
|
i 4. Comme E(X) existe, X admettra une variance a condition que X2 admette une espérance. B!
|
|

2 . 4n h
n“PX=n)= —_— L
,g'l ¢ ) "22:] n+1)(n+2) LR ¢ I B iy ¢ U ES

4n 4 y SR
——— Ay — e' 53 4 = .. "
(n+1)(n+2) +co n ’gl = diverge (série harmonique).

Donc ¥ n?P(X = n) diverge.
n>1\
Donc X2 n'admet pas d'espérance et donc X n cdmet pas de variance.

Or, au voisinage de +co,

Proprietés

—————

Soit X une variable aléatoire réelle discrete admettant un moment d'ordre 2.
(i) Théoréme de Keenig-Huygens : V(X) = E (X?) -E(X)% ‘ |
3‘ {“) Si abeRR. ViaX+ b):azﬁf(x) donc o(aX +b) = |alo(X). :

(ili) Sio(X)#0, m=I(X), = ‘g' estcentrée redqne, appelée variable aléatoire centrée reduite associée
ax. ‘

4
—— S g ¥

Remarque

La deuxieme formule est intuitive au sens oU une translation des valeurs de X ne perturbe la distance a la
moyenne, et comme cette distance est au camé, une homothétie de rapport a la multiplie par a2.

\AanAahlar aldantairar diccratas . nann 32
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»émonsiration

(1) V(X)-'[-‘(\'2 2mX+mz)-E(le-anlF(XHmz=[‘(X2) E(X)? par inéarlté.
(i) ViaX+b)=E((aX+b?) - lP(aX+b)2-azl-,(xz)+2abll'(X)+b2-azl (A)2-2ab[4(Xl+b“-'a2V(X 0

3 Covarlance

- - ——— ’
1 Délinition : Covarlance

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes admettant un moment d'ordre 2.
On appelle covarlance du couple (X,Y) le nombre

|
!

Cov(X, V) = E((X = EX)(Y - E()).

Lorsque Cov(X,Y) =0, X et Y sont dites non corrélées.

! Remarques

R1 - La covariance mesure la cormrélation entre les variations de X et de Y dans le sens ou elle est posmve lorsque
X et v s'écartent de leur moyenne dans le méme sens, et négative si c’est dans le sens opposé. '* -

R2- Celaressemble & un produit scalaire et ce n'est pas un hasard! On vérifie facilement qu'il s'agit d'une forme
bilinéaire positive. La variance comrespond au caré de la «norme» (et donc I'écart-type ala «norme ».)
Cela permet par exemple d'appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz [mcus sans le cas d'égalité) :
Cov(X, V)2 < V(X)V(Y) ie |Cov(X, V) < a(X)a(Y).

1

|
i
|
\
i

i

|

—— \
Soient X,Y deux variables aléatoires réelles discréte admettant un moment d'ordre 2.
(i) Covest une forme bilinéaire positive.
(i) Théoréme de Koenig-Huygens : Cov(X,Y) = E(XY)-EX)E(Y).
(i) V(X+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+V(Y).
(iv) SiX LY, Cov(X,Y)=0etlaréciproque est fausse.

. v
14

e —

Démonstralion
(i) Provient de la linéarité et la positivité de [E. \
(i) Cov(X,Y)=E(XY)=2EX)E(Y)+EX)EY)=EXY)-EXE®Y).:
(i) C'estune identité remarquable : ’
V(X +Y)=Cov(X+Y,X+Y)=Cov(X,X) +2Caov(X,Y)+Cov(Y,Y) = V(X) +2Cov(X, Y) + V(Y).

ou alors
V(X+Y)= E((x— E(X)+Y -E(1)?)
= E((X- E(X)?)+2E((X - ECO)(Y - E)) + E (¥ -E()?2).
(iv) Immédiat avec (ii}. (Voir contre-exemple de E(XY) = E(X)E(Y). ! O
'l Remarques

' R1- Cov(X,X)=0=> X constante presque sdrement.
Cov(X,Y) _ -V( X

- SMem - o0 > P €1-1,1[ est le ccefficient de corélation de X et v,
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4 Variance d'une somme de variables aléatoires \\

i B Propriete e R

Soient x......x,,) n variables aléaloires réelles discréle admellant un moment d'ordre 2.
(i) Xi+-+-+ X, admet un moment d'ordre 2 et

ViXp+-+ X =) V(Xp+2 Y Cov(X;,X;).

i=1 1<i<j<n
i) Si X1,..., Xy sontindépendantes deux @ deux,

VX ++ X)) = VXD +---+ V(X,).

En particulier, si X,,..., X, sont des vaiid, V(X) +-+-+ X)) =nV(X)).

Démonstration

£2(0,+,P) est un R-espace vectoriel.

(i) Le cas n=1 est frivial et le cas n=2 a d&ja été vu.
Si c'est vrai pour n-1, alors

ViXyj+- -+ Xp)=V(X)+ -+ Xn-1+Xp) = V(X1 +---+ Xp=1) + V(Xp) + 2Cov(X] +++ -+ Xp=1, Xn)

n-1
=Y ViX)+Vm+2 ¥ cov[xuXj)+2 ¥ cov(XiX).
i=1 1<i<j<n-1 1<i<j=n

n
L =Y VXp+2 Y Cov(X;,X;)-
i=1 1<i<j<n

(i) Immédiat. et T R R M

5 Cas des lois usuelles

Propriete AR AL IV AR TOLE R
pRLEIIN & ne

(i) SiX—B(p, EX)=pet V(X)=pl-p)=pq. i

(i) SiX—%Bn,p), EX)=npetV(X)=np(l-p)=npq. - "+ ' At (o i
l=-p.Lq. ; Ny

I

(i) SiX—4(p), E(X)= ;1’- et V(X)=

(iv) SiX—20), EX)=V(X) = A

.

Démaonstration

(il X2=X, V(X)=E(X)-p*=p-p?=p(1-p) = pq.

A - n
(i) Onprend X =X +...+ Xy oL Xi,...,Xn sont des vaiid de loi B(p). V(X)= ¥ V(X;)=npll-p)= npq.
k=1 _ A
K 12 ' '
(i) ViX)=E(X?*)-— ovec E(X?)= Y n’pg" ' =pa L nn-Dpg"2+p ¥ ng"' = 2 P i1ty
H p neN* ' neN- v nelN® (1 _q)3 (1 -(ﬂz p?
donc V(X) = —;.
p?
(iv) méme principe mais avec de I'exponentielle. 0

Variables oléatoires discrétes - page 34
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VI Inégalité de Bienaymé-Tchebychev et Loi faible des grands
nombres

| Propriété ; Inegallté de Blenaymé-Tchebychev : =

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2, m=E(X), a>0.
” x
PUX-EX)N > a) < S
c'est-a-dire, en notant m I'espérance de X et o son écart-type, Kmlbess i
0.2
P(IX~-ml|2> a)<? .
— )
Q¢ WIS
Démanstralion L
(U nvy 3 t 1H 42
Découle directement de I'inégalité de MarkoV,: - 1= soviain o 2ald vy aly ot 3 {0 fle2 8
V E((X=E(X)?2) #V(Xy 0 .¢ abia'b inones
PUX-E(X)I> a)=P((X-E0N? > a?) < ( — b —.
3 a o a
ou, directement, L ; uoy
T B en b alunt " a1 3avD 21 aDSVUL 2 ";“.;;i',""""!'1"(':II\'§‘.":~T‘,' ' o
VixX)= IB((X E(X])z)- (x- E(xnzmx R itk b
xex(ay "l p nu-tuan 2opowl ob faimron feup 9b WioL /
D ittt aiigimics pywotist zen
2 L i PXER) = 2P (X - E(X)l>a], whi 15y eitire bl bl L sk ks
‘ xllx-E(X)]>n et DHUR O MEnie 2 ol
I Remarques
s 5
B 2 A y \ ) i 4

M—Oncoussm(u m|>n)<-——. ; ¢ .
b i t A . [& J© A TR ALE o

R2- le a? est Iognque pour des raisons d' homogenelte (dnmensuon] gy X YOS S f
R3 - Onrefrouve avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, le fait que:si V(X) 0,.Ve>0, PIX~-EX)>e)=0
Donc, P(X-E(X)>0) =0, c'est-G-dire P(X=E(X)=1. \, . Lo hhy Al AGIN

R4 - Enpcrliculier,P(IX—E(X)I<a)21—vl::’). D s DovD 4 aldiimey Sl (%5

e 1 Fre Y

|
|
;
|
B
]
|
!

Theoreme : Lol falble des grands nombres :
o e R

Soit (Xx)ux1 Une suite de variable aléatoires discrétes réelles deux a deux. indépendantes identique-
ment distribuées (de méme loi) sur (Q,¢4,P), admettant un moment d'ordre 2. Soit m1I' espercnce de X,
et o son écari-type. : : ;

On pose enfin Sy =Xi ++--+ Xy | ER ot o) 1T whei b o

Pour tout €> 0, ' i

s }o. )
PUJ—m 25) 0. .
n n—+oo ’

'

[ Remarque e i |

Parmi tous les échantillons de valeurs possibles (Xj,..., Xy), ceux dont la moyenne (S,/n) s'éloigne de |'espé-

; rance m sont rares, et cette rareté s'accentue avec la taille de I'échantillon (1 — +o0).

i

Variables aléatoires discrétes - page 35
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Sous les mémes conditions,

I Remarque
Le programme précise que cette inégalité doit pouvoir étre retrouvée.

Démonstration

|
|
|
1

C'est I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev En effet, r“‘; ) =m el v(.s,,) pcr indépendance. 0

Exercice : CCINP 99
1. Rappeler I'inégalilé de Bienaymé-Tchebychev.
Solt (¥,) une sulte de varlables aléatolres mutuellement indépendantes, de méme lol et admettant un

2,

n
moment d'ordre 2. On pose S, = ) Y}
k=1

Prouver que : Ya€]0,+co, P(l-‘i—:‘ -E(Y))

Ba)S

. Applicatlion: On effectue des tirages successifs,

rouges et 3 boules nolres.

V()

o
na
avec remise, d'une boule dans une urne contenant 2 boules

A partir de quel nombre de tirages peut-on goranﬂr a plus de 95% que la proporﬂon de boules rouges obte-

nues restera comprise entre 0,35 et 0,457
Indication : consldérer la sulte (Y;) de variables

V(X
PUX=EXI> a) < 5

. Onpose X=—

aléatolires de Bernoulll ou Y; mesure l'issue du i¢™Me tirage.

. Soit a €10, +ool. Pour toute variable aléatoire X admettant un moment d'ordre 2, on a :

n 1 .
Par linéarité de I'espérance et comme toutes les variables Y; ont la méme espérance, on a E(X) = E(V}).
1 1
De plus, comme les variables sont mutuellement indépendantes, on a V(X)= —; V(Sn) =— V(Yl)
Alors, en appliquant 1. & X, on obtient le résultat souholté :

. VieN*, on considére la variable aléatoire ¥; valant 1 si la i#™€ boule tirée est rouge et 0 sinon.

Y; suit une loi de Bernoulli de parameétre p avec p= -E =0,4. b
Les variables ¥; suivent la méme loi, sont mutuellement indépendantes et admettent des moments d'ordre

2
On ad'aprés le cours, YieN, E(Y)) =0,4 et V(Y))

=0,4(1-0,4)=0,24.

n
On pose Sy, = ) ¥;. Sn représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

i=1
n
Z Y;
Alors T, = 3 représente la proportion de bo
On cherche a partir de combien de hroges on

ules rouges obtenues au cours de n hroges
a P(0,35< Tnh €0,45) > 0,95.

Or P(0,35< T, £0,45) =P 035<S’ <0,45 -P[—0.0S&%—E(Y])S0.0S]

= P[Ib'—:'—E(Y])| S0,0S = 1-P l—,-'— —E(Yl)l >0.05).

S
Onadonc P(0,35< T, <0,45) =1- P(l-;" - E(Y))

Or, d'aprés la queslion précédente, P(I% - E(
0,24

P < I L o b I e
Donc P (0,35 n 5) n(0.03)2"

Il suffit alors pour répondre au probléme de chercher & partir de quelrang n, ona1-

>0,05]|.

0,24

Yi)|>0,05|< ——.
’)l’ 005) 1(0,05)2

(o osy’ 209,

5 : 0,2 A
La résolution de cette inéquation donne n > WE; c'est-a-dire n > 1920.
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VIl Fonctions génératrices
Dans cette partie, les variables aléatoires sont & valeurs dans IN.
1 Définition

e ———— e e e e . e s e

-
‘ Définition : Fonction génératrice

Soit X variable aléatoire discréte sur (Q,s#,P) a valeurs dans IV,

+00
On appelle fonction génératrice associée a X la fonction Gy : t— ) P(X = m)t".
n=0

b Propriétés ne 19/01 v :
g *1

(i) Le rayon de convergence de la série entiere ) IP(X = n)t" est au moins égal a 1, et elle converge
normalement sur [-1,1].
(i) Pourtout te(-1,1), Gx(1)=E(1¥).

G0
nl -’

L | iy

(i) Gy est continue sur [-1,1), de classe ¢ sur]—1,1[ et pour tout ne N, P(X=n) =

Démaonsiration

(i) Vient du fait que Y P(X = n) converge.

(i) Théoréme de transfert grace & la converge absolue de la série.
(i) Convergence normale sur [-1,1] et propriété des séries entiéres.- - - . —e g piniah O

......

Proprieté : Caracterisation de la loi - HE (M GRHIOT 9570

Deux variables aléatoires X, Y & valeurs dans IN ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonc-
tion génératrice.

Démonstration Pt g DR e B e 5 ¥

Unicité du DSE. e e S LR T B e R 1500 e o

I
D)
-

Propriete

(i) X estd'espérance finie si et seulement si Gx est dérivable est 1 et alors E(X) = Gx(1).

(i) X admet un moment d'ordre 2 si et seulement si Gx est deux fois dérivable est 1 et alors
E(X(X -1)) =Gy (1).
On exprime alors V(X) a I'aide de Gy(1) et Gy(1).

Démonstration

Soit fu:t—PX=n)t".
(i) Si X est d'espérance finie, alors on vérifie que Y f; converge normalement ce qui permet via théoréeme de
justifier que Gy est de classe ¢! sur[-1,1] et d’ obtenir Gx(1) —IE(X)

Si Gx est dérivable est 1, G} étant positive sur (0,1], G, est croissante et admet une limite en 1.
Comme Gy est continue en 1, le théoréme de lo ||m|Ie de la dérivée s'applique et cette limite he peut valoir

que Gy (1).
' 8
Puis on majore Z P(X = nnt"! par G(1) et on fait tendre 1 vers1: on obhent que (P(x— n)n),, est sommoble
n=0 ; -
SN > . 22l219x3

puis le résultat.
(i) Méme principe : X(X - 1) est d'espérance finie si et seulement si Gy est deux fois dérivable en 1 et

Variables aléatoires discrétes - page 37
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E(X(X-1))= Gy (1.
Puis V(X) = E (X?) ~E(X)* = E(X (X 1)) + E(X) - E(X)2=(,”(l)+(‘x(l)-(‘A(ll2

2 Cas des lois usuelles
Le programme demande de savoir calculer la fonction génératrice d'une variable aléatoire de Bemoulli, binomiale,

géométrique, de Poisson. Allons-y.
Lol de Bernoulll gB(p):

gk |
Gx(n = Z P(X=mt"=q+pt=1-p+pt
n=0

définie sur R, ce quiredonne bien E(X) = p et V(X)=

n
Lol binomlale B(n,p): Gx(1) = AZ (:) pXq" ¥ donc
=0

@m =(q+pn)"=(1- p+pt)’D

définie sur R, ce quiredonne bien E(X) = np et V(X) = npq.

S p SR
me—l-qr_l—(l—p)J

P,
e

Gx(1) =el(l—l) :
A

définie sur R, ce quiredonne bien E(X) =V (X) =

+00
Lol géoméhique Y(p): Gx(n= Y. pq"~'¢" donc
k=1

définie sur I-(l’ % [ ce quiredonne bien E(X) = lp etvVx) =

+00 AH Ay
Lol de Polsson @A) : Gx(n) =} —e™"¢" donc
k=0 ™

3 Somme des variables aléatoires

| Propriete

X, des variables aléatoires discrétes indépendantes & valeurs dans IN. Alors

Soient Xy,...,
n
© 0 Gxy 4t Xy = n Gx;.
y i=1 {
Démonstration

" » n -

Pour chaque t, les t*! sont indépendantes [mutuellement), donc E (Xi+-+Xn) = E[l‘] 1xf) =11 IE(;,’"). onl
i=1 i=1

Applications

« Onretrouve la fonction génératrice d'une loi binomiale & partir de la somme de n vaiid de loi de Bemoulli.
« Une somme de variables aléatoires de loi de P0|sson 2(4;) est encore de loi de Poisson de porcmetre la somme

des A;.
« Une somme de variables aléatoires de l0| sa(n.,p) indépendantes est de loi B(X n;, p)

4 Exercices CCINP

[ Exercice : CCINP 96 nouveau 2022
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Exercice : CCINP 110
Solt (2,57, P) un espace probabillisé.

1. Solt X une variable aléatoire définie sur (Q, <, P) et & valeurs dans N.
On considere la série entiére ) 1" P(X = n) de varlable réelle :.
On note Ry son rayon de convergence.

(a) Prouver que Ry > 1.

+00

On pose Gx(1)= ) t"P(X = n) et on note Dg, I'ensemble de définition de Gx.
n=0

Justifier que [-1,1] c Dgy.

Pour tout réel : fixé de [-1,1], exprimer Gx () sous forme d'une espérance.
(b) Soit keN. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de G (0).

2. (a) On suppose que X sult une lol de Poisson de paramétre 1.
Déterminer D, et, pour tout ¢ e Dg,, calculer Gx().

(b) Solt X et Y deux variables aléatoires définies surun méme espace probabilisé, indépendantes et suivant
des lols de Polsson de parameétres respectifs 1, et ;.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X+ Y.

+0c0
1. (o) YneN,Vte[-11] ["P(X=n)]<P(X=n) et ) P(X=n)converge | Y. P(X=n)=1).
n=0

Donc ¥ te[-1,1], )" P(X = n) converge absolument.
On en déduit Ry >1 et aussi [-1,1] € Dg,. Au surplus, pour tout ¢ dans [-1,1], le théoréme du transfert

+00
assure que la variable aléatoire X admet une espérance et E(tX) = Y t"P(X = n) = Gx(1). Gx est la
n=0

fonction génératrice de X.
(b) Soit keN. Gx estla somme d’une série entiére de rayon de convergence Rx > 1. Donc, d'apres le cours,
Gy est de classe C® sur]-1,1[ <]-Ryx, Rx|.
De plus, Vrel-1,11, 6P = 3 —-_ m=kp(x = )
’ ] ' X -, "=k (’!_ k)! =y .
R B Ty L S i gia)
n particulier, Gy’ (0) = k!P(X = k) et donc P(X = k) = —4—.
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A.
n
VIeR, Y ("P(X=n)= Zt"e"‘%
(1]
+00 At n
=15 [ n') = e~ heht = GAl-1).

£ An" Pt !
=e 4) -(-—,Tl)-— converge (série exponentielle) et donc Dg, =R.

De plus, VieR, Gx(t)=¢
n=0

(b) On suppose que X et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de parametres respectifs 1,

et 1,.

Dgy =Dg, =R et, sion pose Z=X+7Y, alors [-1,1] € Dg,.

Alors, Ve [-1,1], Gz(D) = EtX*Yy = E@X1tY) = EGX)E(tY) car X et Y sont indépendantes et donc, d'aprés

le cours, tX et t¥ sont indépendantes.

Donc, d'aprés 2.(a), Gz(1) = e (1= ad2(1=1) = (A1 +42)(1-1)

On reconnait la fonction génératrice d'une loi de Poisson de paramétre 4, + 2,.
Donc. d'aprés 1.(b), comme Z a la méme fonction génératrice qu'une loi de Poisson de paramétre
A1+ 22, alors Z = X+ Y suit une loi de Poisson de parameétre A; + A».
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