Variable aléatoire

Fe S 3 13

“Loi d’une-variable aléatoire

W\Umma_&Oﬂ ;

e Une variable l&:oﬁm (v.a) discrate définie sur l'espace
(2, 7) et &-valeurs dafis un ensemble E fini ou dénombrable.
toute application X : Q@ — E nozm que

vz € X(Q), X (z) = AE EQX(w)=2z}E€E q.?mn un événem

L'évenement X ! Ahwiﬁﬁ noté (X = x).

e (X < a) = {w € Q'tel que X(w) € a}.

omo;um“blm,ﬁ-bmSpO:%wmzo_o_ Qm _m<.9 \4
I'application Px : P(X(R)) — [0, 1] définie par : :

Pour tout AC NASV. muk?c = ﬁﬁm € \C

R - e e T Py 47

W.,@\wbamuncm o L |
| On pose X(£2) = ﬁ.ﬁ‘. .Aﬁhﬁr#&a la’ mmBE.w Quﬁ X = v
est moBBmEm 3 \ be

Frmse s Tttt L eab i Tand

#Vmuno_un étés
Soit X une variable aléatoire &m@nmﬁm sur (2, 7), alors

1)(Xeb)=0
2) Pour tout U ¢ E (X € QS =@ cm e U).

3) (X € AN B)=1X€ &acﬁmg et (X € \EmT

(X e A)U(X € B).
En particulier, si AN B = 0, alors (X € AN B) = 0.

u

% Propriétés
4) Pour toute suite (A;)ier de parties de E, on a

xeJay=xea), xeNa=(\xe \5

i€l iel icl icl
5) Notons, X(Q2) = {xx,k € I} (I c N), alors la famille
d'événements (X = zk)ker ;
forme une systéme complets d’événements.

=

e “%\Huosoﬂos de Répartition
s “ | Soit X une v.a, on appelle fonction de répartition de X la
fonction Fx : R — [0, 1] définie par

Vr € R, Fx(z) = P((X < z)).

Couple de variable aléatoire
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.W\Hom conjointe

Soient .X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur
le méme espace probabilisé (Q, 7, P) avec (X(Q) = {z;,i €
1}, Y(Q) = {yi,i € J}).

e La loi conjointe des denx variables aléatoires X et Y est
I'application définie par : z; € X(2) et y; € Y(Q)

P((X,Y)(zi,y;) = P(X =z, Y = y;) = P(X =z)N(Y =y

e Les lois des variables aléatoires X et Y, sont appelées les
loi marginales du couple (X,Y").
Y R

:

“%\_H_rmou.mam

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes %mEom
sur le mwéme espace probabilisé (2,7, P) avec (X(f2) =
{zi,i € I} et Y(Q) = {yi,i € J}). Alors

1) La famille d’événements (X = z;,Y = y;)(ijerxs est un

sytéme complet d’événements.

2) Pouri€ Ietj€ J onposep; =PX=z;NY =y;),
alors la famille (p; ;)i j)erxs est sommable et on a :

M Dij =

(i.5)ElxJ
JViel, PX=z)=> PA{X=z,Y=y;}) =) pmij
jeJ jeJ “
VieJ P(Y=y)=> P{X=mz,Y=y;})= > b
i€l i€l

‘%\mn&mvmummunm

Deux variables aléatoires discretes X et Y sont dites
indépendantes si pour tout z € X(Q) et tout y € Y(Q)

P(X=z,Y =y) = P(X =z)P(Y =y).

#V indépendance mutuelle
Soit (Xy,)ner une famille de variables aléatoires, ou I est fini
ou dénombrable. On dit que los variables aléatoires (Xn)ner
sont mutuellement Emmvouﬁ_wimu lorsque, pour toute partie
finie J = {#1,...,3p} C I pout tout’ (i, ... i,) € Xi,(Q) x

sy X MD.

P

(Q) on a

5.°F Nt

P(Xi, = Tiy, oy X, = ) = P(Xi; = z4,)-. P(Xs, = &3,).

#\Huuovo&ﬁon
Soit (X)nen une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes sur des espaces probabilsés (Q, 7, P,
de lois discretes respegtives: Ln-(ca.d Vo € N, X, ..., Xp
sont mutuellement 5&%@%&8 ), alors il existe un espace
probabilisé (2, T, P) tel que,chaque X, soit une éaEE
aléatoire sur cet espace, de _o_ . 4
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‘WVHE. conditionnelle

Soient X et Y deux v.a et z € X(Q).
e On définit la loi conditionnelle de Y sachant (X = x) par :
Yy C Y(92).

PY =y X=z) .
ﬁﬁ\"@-\/\“Hv“ NvAk"HV S5 wﬁk“HvVO

e On définit la loi conditionnelle de Y sachant (X > z) par :
Pour toute partie B C Y (Q).

P(Y € B,X > z)

P(Y € BIX > 1) == P(X > 1)
0si P(X>z)=0

e On d¢finit de méme les probabilités conditiounclles P(.| X >

z), P(|X <z)et P(.|X < z).
<

NES TSy |

@ meﬂ-mhnzm
Soit X et ¥ deux v.a On pose X () = {zx,k € I}.
La conaissance la loi de Y sachant (X = zix) Vk € I et de la |
loi de X détermine la loi de ¥ par : : m
VyevY@), PY =y =) PY =yX = .,u.__
kel |
Y P(Y. =y|X =z:)P(X = 5 , L
kel ;

A b e e A s e 3 s S e i

si P(X>z)>(!

S uesnd

...#Vﬂ_rmou.msm !

TDs
1) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique |

de purametre p €]0, 1[. Alors, &
Vn,k€ N, P(X >n+k|X >n)=P(X > k).

2) Si X est une variable aléatoire telle que X () = N* avec
P(X = 1) = p €]0,1[ vérifiant la condition d’absence de
mcmoire : . : i

Vn,k € N, ExVai_xvsuExv.s“

&oa \4 suit ‘une HE mmogmgnzo mm umamﬁaﬂ,mm ﬁ

T o it Y B

Espérance et variance.

On suppose dans cette partie que (2, 7, P) un espace probabilisé
et \4 est une variable aléatoire discrete réelle a valeurs dans un
enseinble E au plus dénombrable < X(Q) C E. .

7
7

%\Hmﬁmnmbnm
e Si X est a valeurs réelles positives , I'espérance de X,
notée E(X) est I'élément dans Ry U {+oc} définie par :

EX)= ), zP(X =z)

zZEX(N)

Ainsi X admet une espérance finie si et seulement si la mmnz:m
(zP(X = T))sex(n) est sommable.

e Si X est une variable aléatoire & valeurs réelles.
On dit que X admet une espérance finie, notée E(X) si la
famille (zP(X = z))zex(n) est sommable. Dans ce cas

E(X) =) | zP(Xr=z)}

zeX(Q)
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narque

. PRR—————

: : ‘:_::.,...‘.im
#\.Eﬁon.mgm de enwwmmmun 2 :

P ———————

C m_ X(Q) = {zn,n € N}. Alors X admet une espérance finie | | Soit X une ‘variable p_mwﬁo:o on .‘. :bn mogeos ammEm mﬁ.w

si et seulement si la série Mﬁ.vﬁm = z,) est absolument | | X Q) et ‘& valeurs &Em R e : A M w

| neN | | Alors lcs asscrtions mEé?h moa 2~E§_o=?m s |
convergente et dans ce cas e M |

FE 3 H.m. variable \ Cm V mmSmﬁ une mm@mnmuom. s ..p,.__,f M |

E(X)=) z.,P(X =z,) ol : i

M : - ?v La mEE__m A \Aavwﬁk = .&vamﬁa est woBBu,Em. , M

- - - ; I ¢ IR IRSS AR , il anrtrnfion’d okt a9 SR ”
\% b w Upﬂm ce cas " ; S S R .uw VR gE g% ,,.,,...A...fw w M

Pro H.H.Q\ﬁ S } i 4

S orbia ; Al . E(f(X)) = 5 DA ka:ucm = av ,.
_ 1) Si les variables X et Y admettent des espérances finies, | . ErESmex() ) S SR W 4
B S S e N it T LR Ll BEER SRR R i A Bid

alors pour tout A € R, la variable AX + Y admet une
espérance finie donnée par :

. EMX+Y)=AE(X)+ MG\V cEmmH;mv
2) Soient a et b deux réels, alors
E(aX +b) =aE(X) +b.

3) Si |X| <Y, et Y admet une espérance finie, alors X
admet unc espérance finic.

4) Si la variable aléatoire X est positive (Vw € Q, X(w) > 0)
et admet une espérance, alors E(X) > 0.

e Si X et Y sont indépendantes et adinettent des espérances
alors XY admet une espérance et on :

E(XY) = E(X)E(Y).

e Si X et Y deux les variables sont mbmmvmsamnemm f et
g deux fonctions définies sur X'(€2) ct a valcurs dans R et
admettent des espérances finies, alors

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))-
(f(X) et g(Y) sont indépendantes).

#\Zosma
e Soit r € N.

On dit que la v.a X admet un moment d’ordre 7 si X" admet
E(XT).

o Si la variable X admet un moment d’ordre 2, alors X admet
une espérance.

@u; Lulﬂe AWarz
N._. Y .u.m(u,xﬂ? vari: ”._wb; h;?w mwiﬁd.

( une espéranc finie. Dans ce cas, le moment d’ordre 7 de X est
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.ﬂd\mnmmzm centrée réduite

% Variance et écart type
e Soit X une variable aléatoire discréte. Si- X admet moment
d’ordre 2, on définit la variance X par :

V(X) = E[(X - E(X))*] = E(X?) - (E(X))*.
e Soit a.b € R, alors
V(aX +b) = *V(X).

Son écart tvpe est défini par :

| o(X) = VV(X).
0

Soit X unc variable aléatoire réclle.

e On dit que X est centrée si E(X) =
e On dit que X est réduite si V(X) =1

€

moment d’ordre 2. (

On suppose que o(X) # 0 et on pose

X - E(X)

¥ ==

% Covariance

alors la variable Y est centré réduite.

e Saignt X et Y deux v.a. chacune de moment d’ordre 2, on
définit la covariance de X et Y par :

Cov(X,Y) = E((X - E(X)(Y - E(Y)) = E(XY)-E(X)E(Y
e Cov(X,Y) =Cor(Y, X)

e Cov(X. X) =V(X).

e Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors
Cov(X,)Y) =

TWV.H_rmonEm o w

e Soit .Y une variable aléatoire réelle discréte admettant un \\m .. ;
. 4 7o

1) e mEmun X, Y deux v.a v&:&gg des variances, P_oam

A ,
o

V(X + 5 55 +2 QSCn Y)+V(Y).

L)
1

e Si les é_mme aléatoires X et Y sont Emovmummﬁom. &on

e §5+§5 ! |

2) e momm&. v.mr X, des v.a M&Bogpﬂ mmm variances, Eonm

AMUNV MUEN:M Munoe?.xv

=1 i=1

3
i

° ma yom <mzwzom Emmﬁo_nmm Nr N mou». mmEn mmcun
Emmﬁmﬂmgnmm alors : :

EM X:) = Mé:

.Ha

i
{
i
q
1
4

) 7
fw&% /

.,@\.wmamnn:m

1) Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors
VX +Y)=V(X)+V(Y).

2) Si les variables aléatoires Xi,..., X, sont deux a deux
indépendantes, alors

§M5 Méc

i=1
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.ﬂ\ Série génératrice
La série génératrice de la variable aléatoire X est la série
entiére M%AH = n)t".
n>0 )
Lafonction génératrice de X est

Gx(t) =Y _ P(X=n)t", te]-R,R[

n=0

% Théoreme e |
1) La v.a X admet une espérance si et seulement si la
fonction génératrice Gy est dérivable en 1. Dans ce ¢as ona :

E(X) = Gx(1). a8l |

e i
2) La variable X' admet une variance V(X) si et seulement
si la fonction génératrice Gx est deux fois dérivable en 1.
Dans ce cas ona : $d
V(X)=Gx(1)

T

+Gy(D) = (Gx ()

)%

——SSSSS R

r . ,.. ,
%, Fonctions gohératrices d’ung, somm
Soit X et Y sonf deux variables Al@xfoires disC

W\Hzmmw_mnm de Bienaymé-Tchebychev
Soit X une variable aléatoire discrete admettant un moment
d'ordre 2, alors

Soit (Xn)n>1 une suite de
indénendantes et suivs

— —m| = =40

%, Résultat d’approximation

’

B(n; pa)-
Si lm np,=A\alors =~ ©

n—+00 v

k
lim P(X,=k)=¢€ V¥

n—+0co N_ :

et imiire

¢

e loi et admettent un mo-

]

») leur espérance commune

]

On St ad i e S e Sl Ly £ S

i
3

|

i

| | Soit (Xa)sen une suite de <E.6§mm>..&mm6.=mm avec Xp <

¥
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2.4.2 Loi Bernoulli

Définition 2.6 * Une éprewve de Bernoulli est une expérience aléaloire qui ne pos e
> alealoire qui ne posséde

que deus issues possibles : le succés (noté souven 35 s s
Q= {0,1}. ( vent 1) et Péchec (note souvent 0). Ainsi

* On dit que la variable aléatoz:ré X suit la loi de Bernoulli de ¢

. parameétre €]0;1 j
X()={0,1},P(X=0=1-pet P(X=1)=0p. AL
On note X — B(p).

Exemple 2.6 On jette une piéce de monnaie. On considére que la piéce,tombe s‘ur Pile

avec une probabilité p et que l'on gagne le jeu dans ce cas. L’M%en& é%mhne épreuve
de Bernoulli. "N g,/ 7

7}‘%}:&%
w Y

2.4.3 Loi binomiale , ,,,,,,,‘f* e_,i;; \?" ,f

Définition 2.7 . o =

Une lot binomiale est une loi qui Ipriand pour valeur le nombre de succés dans une suite

de n épreuves. | ' G 70

On dit que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramctres n et p (avecn € N*

etp€l0;1] ) si X(92) = {0,...,n} et Vk € {0,...,n} P(X = k)= Ckpt(1—p)"~* On note
X < B(n,p). :

S

\ - B : \' fd ‘

Exemple 2.7 Une umne 'contié&t‘dé&bau%’esj blanches en proportion p et des boules rouges:
en proportion ¢g=1—p. On tife%'bo%ggs avec temise dans cette urne et on considere X
la variable aléatoire désignant fe noinbre de boules blanches obtenues duns le tirage alors
X(Q).= {0,..,n} eteVk {0; S} P(X = k)= Ckpt(1—p)" ™.
D'oi X = B(n,p). “_ XK./ ' '

'@‘Ei%tq‘\gh
Remarque 2.1 . .
La loi Binomiale est utilisée pour modéliser un nsondage avec remise”. Elle permet de

mesurer le nombre de succées (probabilité de réussite est égale & p) lorsqu’on répete
indépendamment une expérience. ' .

2.4.4 Loi géométrique

Définition 2.8 On dit que la variable aléatoire X suil znf loi géométrique de paramétTE!
p (avec p €]0; 1)) si X(&) = N* et P(X =k)= p(1—p)*~! On note X < G(p).

t un dé équilibré jusqu’a I’ obtention d’un siz. On

Exemple 2.8 On lance successivemen alfentiatt |
OnaP(X =k = (-‘é)k-la. Dot X <= G(3)-

ose X le nombre de lancers nécessaiTes.
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2.4.5 Loi de Poisson

Définition 2.9 On dit qu’une variable aléafm'[c X suil une loi de Poisson de paraméire
= \k

A (avec N> 0) si X(Q) =Net P(X =k) = —k:!-e"‘.

On note X — P()).

¢

Exercice 2.1 On considére une urne contenant deuz boules noires et deuz boules blanches.
1) On considére Pexpérience E swivante : On tire aw hasard et simultanémenlts dewz boules
de l'urne, on nole leurs couleur puis on les remels dans lurne.

a) Calculer la probabilité que les deux boules soit de méme couleur. -

Soitn € N, n > 2, on répéte n fois Uezpérience E et on note X l(f“z;gr*i@lc ‘aléatoire égale
an nombre de fois oti on a obtenu deuz boules de méme cow.leu"f‘t{{qrg’i‘ e cesn lirages.

b) Donner la loi de X. A

¢) Quelle est la probabilité qu’on ait obtenu au moin une fois qgﬁﬁbo les de méme couleur.

. = (

2) On considére une deuziéme expérience F : Ondire a;"(’:‘%‘ N smillaiilenie e

boules de 'urne, on note leurs couleur. Si les deut, boules.gont de méme couleur, on les

enléves de l'urne. Si elle sont de couleurs diﬁ@g&es\ni*‘ly remets dans l'urne et on refait

b 5 N\ o

Vespérience jusqu'a Vurne soit vide. \’; |

On note Y la variable aléatoire égale au mnombre d tirages nécessaires pour que lurne

soit vide. ~ 3 o A

On considere l’événement A Gl pr;ge/n_.ze‘i""\tgrage les deuzr boules tirées sont de méme

couleur et on pose a = P(A). 2N ,.‘_v;ga

a) Calculer a. ,:.‘.’v}% 2;?

b) Calculer P(Y = 1),P(Y = % et {I?/( =18 i

¢) Montrer que pour jout 7;!'2};2',:&3(' =n)=a(l— az .

d) On pose Z = Y —-Ah\Maﬂ'treﬂ que Z suit unc lor géomclrique.
™~

2,

_— Dz
N
Y
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Lois discretes

usuelles

Espérance

Variance

Fonction génératrice

X(Q) Loi

Loi uniforme

X = Un)

La probabilité dans un
tirage d'un objet parmi
n numérotés de 1 4 n

2
»
o

]

S

X)) ={1,..,n}

E(X) =

V(X) =

Gx(t) =

w M._Umn
T i

cst constante

Loi de Bernoulli
X — B(p)
Expérience aléatoire
ayant deux issues
possibles la probabilité

X(Q) = {0,1 mm\wm\

E(X)=p

V(X) =p(1-p)

Gx(t) =
(1-p)+pt, VteR

de succés est p

Loi de Binomiale
X <= B(n,p)

I.e nombre de succés
dans une suite de n
épreuves.

(la probabilité de succés

X ={01,.

)"~ | E(X) =np

V(X) = np(1 - p)

Gx(t) =
(1-—p+pt)", VteR

est p).
Loi géométrique : ,&\

X <= G(p)

Nombre d'épreuves
nécessaires pour obtenir
le ler succés avec une

X(Q) = N* P(X = k) = p(1 - p)*

-1

Il
\‘r

V(X) = L

Q».Qv =Pt _ Vig

p —(I-p)t*

u D Iﬁ. Hlv

probabilité, p.

Loi Poisson X(Q) =N

xF
wﬂ\duxn ”ﬁm

V(x) = A

Gx(t) =tV vteR

X <= P(A)
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