Soit P I'ensemble des nombres premiers. On rappelle que P est infini. .
1) Soit n € N*, si q1,92; -1 qn snnt des nombres premiers distincts et a € N*,

on a l'équivalence suivant

Vi € {1,...,n} ¢; divise a < Hq, divise a.

2) Pour tout a € N* tel que
Partie I :

Soit £ la fonction définie par

1. Soit z un réel el 1. Montrer qu’on définit la loi de probabilité
xf1ablg re X a valeur dans N* en posant

1
§(z)n”

'une telle variable aléatoire suit la loi de probabilité Zéta de

VneN", P(X =n)=

la suite, on considére X une variable aléatoire qui suit la loi Zéta
parametre x > 1 .

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur r pour que

X admette une espérance finie. Puis exprimer cette espérance a l'aide
de £.
3. Plus généralement, pour k& € N, donner une condition nécessaire et

suffisante portant sur z pour que X* admette une espérance finie, Puis
exprimer E(X*) a l'aide de &.
1

4. Soit a € N*, montrer que P(X € aN*) = —
Partie II :
Soit (q1,..-,gn) € P™ un n-uplet de nombres premiers distincts.

1. Montrer que les événements (X € qN*), ..., (X € ¢,N*) sont mutueIIEu
ments indépendants.

Cela entraine et on ne demende pas de le démontrer que leurs complé-
mentaires sont mutuellements indépendants.

Pour n € N*, on considére I’événement B,, = n(}( ¢ q.N").
k=1



2. a) Montrer que "EEII_M Pl = FFX=1). it
b) Déduire que Pour n € N*, on note C,, 'événement
1 n 1 " |
—_— = lim 1 —-—). n -
£(x) n—+oo g( qf) G, = ﬂ(}f ¢ qN*)U (Y ¢ q.N")
3. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune ST
une loi Zéta de paramétre z > 1. -
Soit I’événement A" Aucun nombre premier ne divise X et Y simulta- Exprimer AaY des Ch, puis déduire que P(A) = El}l \
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