Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme 2 Variable aléatoire

Partie I. Suites et intégrales.

1.

10.

Pour z € R", on pose

fa) = /0+°° 1 — cos(t) -

t2

Montrer que f est définie et continue sur [0, 400 et de classe C? sur |0%o0.
Déterminer les limites de f et f' en +o0.

Exprimer f” sur |0, 4+o00[ & Paide de fonctions usuelles et en dédujre
Montrer

Montrer
Vs € R,

Etude d’une suite d’intégrales
On considére la suite @, ) enadéfinie

+0<>1_ n
n un:/ L= (cos(®)" .
t2
0

a) Justifier Pexis e e (un)nen+ et préciser la monotonie de la sous-suite (U, )pens-
b) Montfexr que Us

MIE]

Montrer

U

+oo 1 — (cos(”%“)n
Vn € N*, ﬂvn avec U, :/ d
0

Uy =
2v/2 u\/u

1- (cos( %)) ‘ <u

Montrer que la suite (v,)nen admet une limite finie ¢ vérifiant

+001_e—u
(= d

Montrer que

V(n,u) € N*x]0, 1],




11. On admet la relation

+00 e~ U \/_
—du = +/T.
[

Conclure que

™
Uy ~ 4] —.

Partie II . Autour du pile ou face.

Dans cette partie, on considére une suite (X, ),en de variables aléatoires mutuellement indépendantes,

a valeurs dans {—1, 1} et telles que, pour tout k € N,

P(Xy = 1) = P(Xg = —1) %

Pour tout n € N*, on pose S, = X1 + Xo + -+ + X,.
L’espérance d’une variable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa varfance ).

1. a) Déterminer espérance et la variance de S,,.

b) Soit S et T' deux variables aléatoires réelles finies indépendantés déefimi r (Q,A, P). On sup-

pose que T et —T ont méme loi.

Montrer que E(cos(S + T')) = E(cos(S))E(cos(T))
¢) On considére la fonction ¢,, de R dans R telle q
que ¢, (t) = (cos(t))™ pour tout entier n € N* et to
d) Montrer, pour tout n € N*, que E(|S,|) a2

2. On se propose de démontrer que la suite (%)neN

Ctim 2@ _ g
n—00 n
Pour tout n € N*, on Pgse
S 1
Uy,= (=) et Z T3k >n, Up(w) > —
> >0, Ue) 2 o}
a)i) Calcyler E(
ii) 4) =Bn? — 2n pour tout n € N*.
b) , PO tnEN*,P(UHZ\%)S%.
n2
c € A pour tout n € N et que lim P(Z,) =0

n—oo

neN

(1) % Spt)) pour tout réel ¢. Montrer



