Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme 3 Moments d’une variable aléatoire

Partie I .

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, 7, P).
On suppose que X () = {x, k € N} C R,
Soit p € N, on rappelle que X admet un moment d’ordre p si la variable aléatoire X? admet une espérance
finie. On note alors m,(X), appelé moment d’ordre p de X, I'espérance de X?.
On remarque que my(X) = 1.
1. a) Justifier que Vk € {1,...,n}, 0 < Xk <14 X"
b) En déduire que, si X admet un moment d’ordre n (n € N*), alors®X adm@g des nts d’ordre
k pour tous k € {1,...,n — 1}
Fonction génératrice des moments
On suppose que, pour tout entier naturel non nul n, X admet un Mmorhent.d’ddre n et que la série

my, (X)t"
entiére E L') admet un rayon de convergence Ry > 0.
n!
n>0

Pour tout ¢t €] — Rx, Rx|, on note Mx(t) =

génératrice des moments de la variable alé

2. Justifier que la connaissance de la fonction de déterminer de maniére unique la suite
(M (X)) nen=

t
3. a) Montrer que pour t €] — Rx, Rx/[, la famille (=2 P(X = x)) (n,renz est sommable.
n

variable aléatoire e/* admet une espérance et que

b) Déduire que, pour tout ¢t €] —
Mx(t) = E(etX).

4. Montrer réciproquemé réel R > 0 tel que, pour tout t €] — R, R, la variable
aléatoire e'X lors I'ensemble de définition de la fonction génératrice des
moments de X contien L[ et pour tout t €] — R, R[, Mx(t) = E(eX).

On suppose que

\V/|t| < min(Rx,Ry), Mx+y<t) = MX(t) X My(t)

A est un nombre réel fixé.
1) On suppose que Z est une variable aléatoire sur (2, .4, P) suivant la loi de Poisson de paramétre
A. Montrer que Z admet des moments de tous ordres.
2) Calculer la fonction génératrice des moments de Z. En déduire les valeurs de my(Z) et mo(Z2).
Exemple 2

Soit n un entier naturel non nul. Pour Vi € {1,...,n}, X; est une variable aléatoire sur (2, A, P)
suivant une loi de Bernoulli de paramétre A/n. On suppose que X, Xo, ..., X, sont mutuellement

indépendantes et on pose
n
i=1

1



1) Calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire S,,.
2) Pour t € R, calculer lim Mg, (¢).

n—-+00
Exemple 3
Pour n € N*| U, est une variable aléatoire sur (2, .4, P) suivant la loi uniforme sur Vk € {1,...,n}.
On pose
1
Y, =-U,.
n

1) Calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire Y,,.
2) Pour ¢t € R, calculer lim My, (t).

n—-+oo
Partie II Cas des variables aléatoires discrétes finies

Soit X une variable aléatoire discréte prenant un nombre fini de valeurs x1 M., z, afec babilités
respectives py, ..., pr, ou r € N*. Dans cette partie, on définit la fonction ¢ x sur par,

ViER, pxlr) = 7 In(Mx(t)

1. Montrer que Mx est de classe C* sur R, et que pour tout entier pattgel )(O) = E(X*).
2. (a) Montrer que ¢y est bien définie sur R* et prolongeable par continuifé.en 0. On pose px(0) =
E(X) et on note encore px la fonction ainsi prolongée.
(b) Démontrer que ¢x est dérivable en 0 et calculdig’y (0) ion de la variance V(X)) de X.
(c) i. Montrer que pour tout u <0, e* <1+ u+ 3

ii. Montrer que si X ne prend que des

(Ind : utiliser In(1 4+ z) <z, Vo> —1)

(d) 1. Pour tout entier 7 tel que 1 < i < r, on note f; la fonction définie sur R, par ¢t — e'*i et ®
I'endomorphisme de P'espace FectogiehC®(R) tel que ®(f) = f'.

Montrer que pour tout 1,£ ¢ t un vecteur propre de ® puis déduire que la famille

(f1, -y fn) est likre.

ii. En déduire que déu les discrétes finies X et YV (avec X () = Y(Q2)) ont la méme loi

si, et seulement sf; Ies

(e) Montrer que si (X,,)

. On consideré une suite (X,,),>1 de variables aléatoires discrétes finies mutuellement indépendantes
sur (2,7, P), qui suivent la méme loi que X. On note p 'espérance de X et o son écart-type que
I'on suppose strictement positif.

S, —E(Sy)

On pose, pour tout entier naturel non nul, S, = X7+ Xo+ ...+ X, et S} = 7o)

(a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et tout réel non nul ¢,

pai(t) = T (L),

(b) En déduire que lim ¢g:(t) = £.
n—oo



Partie III
Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies

Soit X une variable aléatoire discréte réelle infinie, notons Ix I’ensemble des réels ¢t pour lesquels M

existe.
1. (a) Montrer que, pour tous réels a, b, c tels que a < b < c et tout réel z, e < e + @,
(b) En déduire que Ix est un intervalle contenant 0.
2. Soit Y une variable aléatoire discréte réelle qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Déter-
miner la fonction génératrice des moments My de Y.
3. On suppose que la fonction My est définie sur un intervalle de la forme | — a,a[ (a > 0). Notons
(Zy )nen une énumération des valeurs de X.
Posons, pour tout n € N et tout ¢ €] — a,al, u,(t) = P(X = x,)e"™. Solga > Gyt —a,af C
| — a,al et soit p €la, al.

(a) Montrer que, pour tout k € N, tout ¢t €] — o, af et tout n € N, \ugk)( < P(Xr=x,)|x,|Ferlonl,
< (k) g e < .
oll uy~ désigne la dérivée k-éme de la fonction u,,.
ey tout n € N,

(b) Montrer que, pour tout k € N, il existe My > 0, pour tout ¢t €

4. En déduire l'espérance et la variance d’une
paramétre A > 0.
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